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Реферат 
 

Төслийн үндэслэл (Шинжлэх ухаан, эдийн засаг, нийгмийн ач холбогдол) *  

Судалгааны ажлын зорилго 

Хольцыг изотопоор баяжуулах шинэ аргыг судлах зорилготой байсан бөгөөд 

үүнд: байгалийн болон сэргээгдэх нөөц, түүний зохистой хэрэглээг нэмэгдүүлэх 

бодлогыг шийдэн, шинэ ухаалаг материал бий болох өргөн цар хүрээтэй суурь 

судалгаа явууллаа. Иймд ОХУ-ын Томскийн Их Сургуулийн эрдэмтэдтэй хамтран 

хийсэн  нь стратегийн нэн чухал ач холбогдолтой, орчин цагийн байгалийн шинжлэх 

ухааны салбарын судлаачдын анхаарлыг татаж буй судалгаа юм. Маш төстэй шинж 

чанартай бөөмсийг салгах нь зөвхөн резонансын нөлөөгөөр боломжтой болсон өнөө 

үед шинэ байгальд ээлтэй ухаалаг материал-шүүлтүүр бүтээхтэй холбоотой 

судалгаанууд нь ашигт малтмал,уул, уурхай, байгалийн хий, цөмийн технологийн 

ашиглах их нөөцтөй ОХУ, Монгол улсуудын хувьд үнэтэй бүтээгдхүүн гарган авах 

боломжийг бүрдүүлэх, баяжуулах үнэ өртгийг хэдэн зуу дахин ч багасгах боломжтой. 

 

Төслийн тухай 

 Ухаалаг материал-шүүлтүүр бий болгох тухайлбал, байгалийн хийнээс 

стратегийн элемент болох гелийг графен ухаалаг шүүлтүүр- ухаалаг материал бий 

болгон ялган авах, бөөмсийг зөвхөн резонансын нөлөөгөөр салган авах судалгаа юм. 

Молекуляр динамикийн аргуудыг хэрэглэн /Термодинамикийн тэнцвэрийн төлөв дэх 

бөөмсийн системийн тархалтыг бичих, Максвеллийн арга/, саадын системийн хувьд 

Шредингерын интеграл нэг хэжээст стационар тэгшитгэлийн шийдийг анх удаа олсон 

ба туршилтаар баталгаажуулсан юм, Шварца-Кристоффелийн интегралын 

тогтмолуудыг тодорхойлох Куфаревын аргын хэрэглээг өргөжүүлж динамик систем 

болгон ,  математик загвар боловсруулж туршилтаар баталгаажуулсан.  

 

Динамик системийн онолын үндсэн хэсгийн нэг нь эргодик онол юм. Шингэний 

динамик, кодлох онол, комплекс динамик, эсэн бүтцийн автомат, динамик хаосын онол, 

динамик систем, энтропийн онол зэрэгт эргодик онолыг хэрэглэж байна. Динамик 

системийн онолын теоремууд ба шинж чанарууд улам төгөлдөржин сайжирч байна. 
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Тиймээс зарим нэг чухал теоремууд ба шинж чанарын баталгааг сайжруулах, онолын 

үр дүнг нэгтгэх, хольцыг изотопоор баяжуулах шинэ аргыг судлах зорилготой байсан 

бөгөөд байгалийн болон сэргээгдэх нөөц, түүний зохистой хэрэглээ рүү чигэлсэн 

бодлогыг Томскийн Их Сургуулийн эрдэмтэдтэй хамтран математик загвар хийж, 

чанарын судалгааг хийсэн юм.  

            

 

 

 

Түлхүүр үгс: Математик загварчлал, ухаалаг материал, математик физик 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 

5 

      Талархал 
 
Энэ төсөл нь ОХУ-ын Суурь судалгааны сан ба Монгол улсын Боловсрол, 
шинжлэх ухааны яам, Шинжлэх ухаан техноголийн сангийн хамтарсан 
санхүүжилтээр хийгдсэн төсөл юм. 
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Хамтарсан төслийн гүйцэтгэгчид 
 
Монголын талын гүйцэтгэгчид 
 
 

1. Ж. Сонинбаяр Монгол улсын их сургуулийн Зөвлөх дэд профессор, доктор, 

төслийн монголын талын удирдагч 

 

2. Д. Цэдэнбаяр ШУТИС-ийн Профессор, доктор 
 

3. Д. Ганхуяг ШУТИС-ийн Профессор, доктор 
 

 
 
ОХУ-ын талын гүйцэтгэгчид 
 
 
1. Бубенчиков Алексей Михайлович, ШУ-ы физ.-мат. доктор, профессор, Томскийн 

их сургуулийн бүсийн математик эрдэм шинжилгээ-боловсролын төвийн ЭШТА. 

 

2.  Бубенчиков Михаил Алексеевич, ШУ-ы физ.-мат. доктор, Томскийн их 

сургуулийн онолын механикийн тэнхмийн дэд профессор, ОХУ-ын талын 

төслийн удирдагч 

 

3.  Мамонтов Дмитрий Владимирович, Томскийн их сургуулийн бүсийн математик 

эрдэм шинжилгээ-боловсролын төвийн ЭШДА. 

 

4. Челнокова Анна Сергеевна, Томскийн их сургуулийн онолын механикийн 

тэнхмийн ахлах багш 
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Төслийн хүрээнд хэвлэгдсэн бүтээлийн жагсаалт 
 
Олон улсын сэтгүүлд хэвлэгдсэн өгүүллүүд 
 
Олон улсын WEB of SCIENCE ба SCOPUS  -ийн Q1, 2, 3 индекстэй мэргэжлийн 

сэтгүүлд 6ш өгүүлэл хэвлүүлсэн(хавсралт 1-6): 

1. V A Poteryaeva , M A Bubenchikov, S Jambaa , D Gankhuyag, D 

Tsedenbayar, Quantum tunneling of molecules through compound barriers, 

Journal of Physics: Conference Series, 1537 012008, 22 June 2020.    

https://iopscience.iop.org/issue/1742-6596/1537/1 

2. Alexey Mikhailovich Bubenchikov, Mikhail Alekseevich Bubenchikov, 

Soninbayar Jambaa, Aleksandr Viktorovich Lun-Fu, and Anna Sergeevna 

Chelnokova, Low-temperature separation of helium-helion mixture, Reviews 

on Advanced Materials Science,  volume 59; Issue 1, 361-370, 10 Aug 2020. 

https://www.degruyter.com/view/journals/rams/59/1/article-p361.xml 

3. Bubenchikov М.А., Bubenchikov А.М., Jambaa S., Lun-Fu А.V., Chelnokova 

А.S., ANALYTICAL SOLUTION OF THE SCHRÖDINGER INTEGRAL 

EQUATION, Tomsk State University, Jornal of Mathematics and Mechanics, 

№67, - pp.5-17, DOI: 10.17223/19988621/67/1, Tomsk, Russia, -2020. 

http://journals.tsu.ru/mathematics/&journal_page=archive&id=2030 

4. Lun-Fu A.V., Bubenchikov M.A., Jambaa S., Tsydypov S.G.-Ts. Determining 

frequencies of transverse vibrations for crossovers and dead ends of gas 

pipelines, Tomsk State University, Jornal of Mathematics and Mechanics, 

№68, - pp.95-105, DOI 10.17223/19988621/68/9, Tomsk, Russia, -2020. 

5. Alexey Mikhailovich Bubenchikov, Mikhail Alekseevich Bubenchikov, Anna 

Sergeevna Chelnokova ,* and Soninbayar Jambaa,  An Analytical Solution to 

the Problem of Hydrogen Isotope Passage through Composite Membranes 

Made from 2D Materials, Mathematics 2021, 9(19), 2353, 22 September 

2021.            https://doi.org/10.3390/math9192353 

6. Valentina A Poteryaeva1, Alexey M Bubenchikov1,2, Michael A 

Bubenchikov1,3, Alexandr V Lun-Fu4 and Soninbayar Jambaa4, Helium 

isotope separation by bi-layer membranes of g-C3N4, Published 22 December 

2021 • © 2021 Vietnam Academy of Science & Technology, Advances in 

Natural Sciences: Nanoscience and Nanotechnology, Volume 12, Number 4. 

https://iopscience.iop.org/article/10.1088/2043-6262/ac4108 

 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

https://iopscience.iop.org/issue/1742-6596/1537/1
https://www.degruyter.com/view/journals/rams/59/1/article-p361.xml
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Компьютерийн 5ш программын бүртгэлийн ОХУ-ын гэрчилгээ 

 

1. № 2021680776 

2. № 2021680468 

3. № 2021680775,  

4. №2021666867,  

5. №2021666869 (ОХУ-ын талын хамтрагч нарын нэр дээр) авсан 

(хавсралт 20-24). 

 

 

 

 

 

 

 

Гадаадад олон улсын эрдэм шинжилгээний хуралд 4ш илтгэл тавьсан 

 

 1. Jambaa S. Потоки тяжелой несжимаемой жидкости, Международная 

конференция «Декабрьские чтения в Томске», 10-15/XII, 2019, г.Томск , РФ. 

2.  Jambaa S. Обтекание препятствий потоком тяжелой несжимаемой жидкости, 

the International Conference ”Dynamics in Siberia”, February 24-29, 2020, Novosibirsk, 

Russia. 

3. Valentina A. Poteryaeva, Alexey M. Bubenchikov, Michael A. Bubenchikov and 

Soninbayar Jambaa. Hydrogen isotope separation via carbon nitride bi-layer 

membrane, the 3rd International SNAIA2020 Conference- Smart Nanomaterials: 

Advances, Innovations and Applications, Online Conference, the Book of Abstracts pp 

116, 8-11 December 2020, Paris, France. 

4. Jambaa S, Dynamics of Inverse Vertex Images in the Schwarz-Christoffel Integral: 

Kufarev's Differential Equations and Initial Conditions, 2023 INFORMS Annual meeting, 

the Book of Abstracts, octomber 13-18, 2023, Phoenix, Arizona, USA.( 2023 оноос 

Ж.Сонинбаяр АНУ-ын The Institute for Operations Research and the Management 

Sciences (INFORMS) институт, нийгэмлэгийн гишүүн болж “Aviation Applications 

Section”, “ Computing Society”  секторуудын байнгын хурал, семинар, хэлэлцүүлэгт 

online-аар тогтмол оролцож байна  хийсэн ажлаа сурталчлах, дэлгэрүүлэх, эш 

илтгэл тавихаар 2023 онд оролцно). 
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Дотоодод олон улсын эрдэм шинжилгээний хурал 3ш илтгэл тавьсан 

 

 1.  Jambaa S. Applications of the Kufarev method to a conformal mapping using the 

Christoffel-Schwartz integral, First International Conference on Applied Science and 

Engineering-Proceeding 2019, Mongolian University of science and technology, 

Ulaanbaatar, Mongolia, 05-06/IV, 2019. 

 

2.  Jambaa S. Kufarev’s method for conformal mapping with the Schwarz-Chisoffel 

integral in some practical problems, the 6th International Conference on Optimization, 

simulation and control (cosc2019), program and abstacts, pp.64-65, 21-23/06.2019, 

Ulaanbaatar, Mongolia. 

 

3. Jambaa S., Conformal mapping using the Christoffel-Schwartz integtal, 

transformations and appications, “The 7th International Conference on Optimization, 

Simulation and Control · June 20-22, 2022 | Ulaanbaatar, Mongolia. 

 

Дотоодод олон улсын хурал зохион байгуулах ажлын хүрээнд 3ш хурал  

зохион байгуулахад оролцсон 

 

1. First International Conference on Applied Science and Engineering-Proceeding 2019, 

Mongolian University of science and technology, Ulaanbaatar, Mongolia, 05-06/IV, 

2019он, олон улсын хуралд Д.Цэдэнбаяр, Д.Ганхуяг нар зохион байгуулагчаар 

ороцсон(уг төслөөс санхүүжилт аваагүй). 

 

2. “The 6th International Conference on Optimization, Simulation and Control 

(COSC2019)” Улаанбаатар, Монгол улс, 20-22/VI 2019он, Д.Цэдэнбаяр, 

Ж.Сонинбаяр нар зохион байгуулагчаар ороцсон(уг төслөөс санхүүжилт аваагүй) 

 3. “The 7th International Conference on Optimization, Simulation and Control 

(COSC2022)” Улаанбаатар, Монгол улс, 20-22/VI 2022он, Д.Цэдэнбаяр, 

Ж.Сонинбаяр нар зохион байгуулагчаар ороцсон. 

 

Дотоодын улсын хэмжээний хуралд 3ш илтгэл тавьсан 
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1. Жамбаа С. Шварц-Кристоффелийн интегралаар коформ буулгалт хийх, зарим 

хэрэглээ, “Хэрэглэний математик 2019” эрдэм шинжилгээний хурал, МУИС, 23/11 

2019, Улаанбаатар, Монгол улс.  

2. Жамбаа С. Конформ буулгалтад Куфарёвын аргыг хэрэглэн саадыг тойрох 

шингэний урсгалын шугамуудыг тодорхойлох, “Хэрэглэний математик 2020” эрдэм 

шинжилгээний хурал, МУИС, ШУТИС, 15/05 2021, Улаанбаатар, Монгол улс. 

3. Jambaa Soninbayar. Relationship between ergodicity and mixing in the ergodic theory 

of dynamical systems, “Хэрэглэний математик 2021” эрдэм шинжилгээний хурал, 

МУИС, ШУТИС, 17/01 2022, Улаанбаатар, Монгол улс. 

 

  Дотоодын улсын хэмжээний 1ш хурал, 2ш семинар зохион байгуулсан  

 

1. Хэрэглээний математик-2022, 2022 оны 12 сарын 10, Ж.Сонинбаяр нар зохион 

байгуулагчаар ороцсон. 

2. “Лабораторийн нөхцөлд синтезийн процессын давтамжийг хангах графен хавтанг 

гаргаж авах технологийн горимын тухай судалгаа явуулах” идэвхитэй явагдаж 

ШУТИС-ийн ХШУС-дээр “Динамик систем” семинарууд 2020 оны 04 сард зохион 

байгуулж явуулсан. Нийт 2ш семинар зохион байгуулсан (уг төслөөс санхүүжилт 

аваагүй болно). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 

11 

Гарчиг 

Реферат...........................................................................................................................3 

Талархал.........................................................................................................................5 

Төслийн хүрээнд хэвлэгдсэн бүтээлийн жагсаалт......................................................7 

Төслийн үр дүнгийн даалгавар, түүний биелэлт [хавсралт 1] ...................................14 

Оршил............................................................................................................................22 

НЭГДҮГЭЭР БҮЛЭГ......................................................................................................24 

1.1 Шийдвэрлэхээр зорьж буй шинжлэх ухааны суурь асуудлын тодорхойлолт….24 

1.2 Төслийн хэрэгжилтийн явцад Монгол-Оросын талын багуудын гишүүд болон 

Монгол-Оросын түншүүдийн харилцан уялдаа холбоо, зохицуулалт......................34 

ХОЁРДУГААР БҮЛЭГ.......................................................................................………..48 

2.1 Судалгааны ажлын сонгосон арга, гол үр дүн......................................…….........48 

2.2 Математикийн талаас сонгосон арга, гол үр дүн.................................................50 

ДҮГНЭЛТ........................................................................................................................63 

Хавсралт 1................................................................................................................65-69 

Хавсралт 2................................................................................................................70-78 

Хавсралт 3................................................................................................................79-91 

Хавсралт4..............................................................................................................92-102 

Хавсралт 5...........................................................................................................103-113 

Хавсралт 6............................................................................................................114-133 

Хавсралт 7...........................................................................................................134-142 

Хавсралт 8..........................................................................................................143-144 

Хавсралт 9...........................................................................................................145-146 

Хавсралт 10.........................................................................................................147-149 

Хавсралт 11 .........................................................................................................150-152 

Хавсралт 12..........................................................................................................153-157 

Хавсралт 13..........................................................................................................158-162 

Хавсралт 14..........................................................................................................163-164 

Хавсралт 15..........................................................................................................165-167 

Хавсралт 16..........................................................................................................168-171 

Хавсралт 17 .........................................................................................................172-178 

Хавсралт 18 ...............................................................................................................179 

Хавсралт 19 ..............................................................................................................180 

Хавсралт 20.................................................................................................................181 



 
 

12 

Хавсралт 21.................................................................................................................182 

Хавсралт 22.................................................................................................................183 

Хавсралт 23.................................................................................................................184 

Хавсралт 24.................................................................................................................185 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

              

 

 

 

 

 



 
 

13 

        Төслийн үр дүнгийн даалгавар, түүний биелэлт 

 Гарах үр дүн 
 

1. ОХУ-ын хамтран 

ажилласан түнш 
Томскийн эрдэмтэдтэй 
хамтран WEB of 
SCIENCE ба SCOPUS  -
ийн Q1, 2, 3 индекстэй 
мэргэжлийн сэтгүүлд 
эрдэм шинжилгээний 
4ш өгүүлэл нийтлүүлэх.  
2019-2022он. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Гарсан үр дүн(хавсралт 1-24):   
 

1. 6ш өгүүлэл хэвлүүлсэн: 

1. V A Poteryaeva , M A Bubenchikov, S Jambaa , D 

Gankhuyag, D Tsedenbayar, Quantum tunneling of 

molecules through compound barriers, Journal of 

Physics: Conference Series, 1537 012008, 22 June 

2020.    https://iopscience.iop.org/issue/1742-

6596/1537/1 

2. Alexey Mikhailovich Bubenchikov, Mikhail Alekseevich 

Bubenchikov, Soninbayar Jambaa, Aleksandr 

Viktorovich Lun-Fu, and Anna Sergeevna Chelnokova, 

Low-temperature separation of helium-helion mixture, 

Reviews on Advanced Materials Science,  volume 59; 

Issue 1, 361-370, 10 Aug 2020. 

https://www.degruyter.com/view/journals/rams/59/1/art

icle-p361.xml 

3. Bubenchikov М.А., Bubenchikov А.М., Jambaa S., 

Lun-Fu А.V., Chelnokova А.S., ANALYTICAL 

SOLUTION OF THE SCHRÖDINGER INTEGRAL 

EQUATION, Tomsk State University, Jornal of 

Mathematics and Mechanics, №67, - pp.5-17, DOI: 

10.17223/19988621/67/1, Tomsk, Russia, -2020. 

http://journals.tsu.ru/mathematics/&journal_page=archive

&id=2030 

4. Lun-Fu A.V., Bubenchikov M.A., Jambaa S., Tsydypov 
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                                  Оршил 

Төсөл нь хольцыг изотопоор баяжуулах шинэ аргыг дараах чиглэлийн 

хүрээнд:  байгалийн болон сэргээгдэх нөөц, түүний зохистой хэрэглээг судлах 

зорилготой.  

Квант механикийн үндсэн нөхцлүүд болон молекул динамикийн тооцооллын 

сонгодог аргууд дээр үндэслэн хэт бага температурт нийлмэл саадууд дээр өөрөөр 

хэлбэл долгионлог чанарын хүчтэй илрэлийн нөхцөлд атомыг тусгаарлах судалгааг 

энэ төслөөр санал болгож байна.Үнэмлэхүй тэг (практик дээр шингэн гелиэр хөргөх 

боломжтой нөхцөлд ) –ийн орчимд бөөмсийг хурдаар нь ангилах максвеллийн 

тархалтын хонх үүсэх ба тэдний деброилиан долгионуудын хоорондох зөрүү 

ихэнхдээ тэдний жингийн зөрүүгээр тодорхойлогдож эхэлдэг. Ийнхүү харгалзах 

долгионы функцын хувьд хилийн нөхцлийг хангаж байх шаардлагын улмаас хоёр 

энергийн саадыг туулах янз бүрийн масстай хоёр бөөмсийн системд хэрэглэгдэж 

байгаа Ландаугийн дамжуулах коэффициентын сонгодог бодлого нь дамжуулалтын 

резонансийн горим өгдөг. Өөрөөр хэлбэл, хэрэв саадуудын  хоорондох зай нь 

деброилиан уртад хуваагддаг бол саадан системээс гарах бөөмийг илрүүлэх 

магадлал илүү их байх болно. Тийнхүү хөнгөн атомуудын хольцыг саадын 

резонансын системийн тусламжтай ялган авах замаар сонгосон бүрэлдэхүүн 

хэсгийн хувьд харьцангуй их нэгжийн хуваагдлын коэффициентыг олж болох ба 

түүний утгыг тоон туршилтаар ойролцоолж болно. Жишээ нь, конденсацийн цэгийн 

ойролцоо температурт гели-гелий системийг гелий гелионы системийн 

ялгаруулалтын хуьд  ийм резонансийн систем болгон хэт нимгэн хоёр гурван 

давхаргаар хийсэн балан хавтанг (энэ системд хавтангуудын хоорондох зай нь 

дундаж дулааны хурд бүхий гелийн атомын деброилон  долгионы урттай яг таардаг) 

авч болохыг үнэлгээнүүд үзүүлж байна.     

 

Энэхүү төсөл нь HDT, He4-He3, Li6-Li7, Be8-Be9, B10-B11-ийн цогцуудаар 

дамжих шууд тоон загварчлалыг санал болгож байна. Үүнд: Давхаргууд хоорондын  

олон хувилбарт зайтай (хэт хүчтэй даралтанд байгаа балан хавтангийн загвар) C-C 

ба C = C холбоосын (sp3 гибридизацийн байдалтай нэгэн төрлийн нэгдэл дэх 4 

валенттай нүүрстөрөгчийн 2S22P6 зангилаанууд) гаднах орбиталиудын бүтцийг 

тооцон байгуулагдсан 3 энгийн эс бүхий зургаан өнцөгт талст 2-3 атомын 

давхаргуудтай загвар систем,  харгалзах коэффициентуудыг хамгийн зөв 
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тодорхойлохын тулд стационар 3-хэмжээст каноник гамильтониантой боловч  

тархалтын хүчийг тооцсон хосолсон харилцан үйлчлэлийн нийлмэл потенциалтай 

Шредингерийн тэгшитгэлийн тоон шийдлийн явцад олдсон цогцын (бүрдэл хэсгийг 

ялгах) дэд системд харгалзах долгионы функцуудыг ашиглах болно. Тооцооллын 

асар их хэмжээний хүндрэлтэй харьцуулахад орон зайн потенциалын 

хуваарилалтын хамгийн нарийн тооцоо нь зөвхөн атомын хольц ч биш (эдийн 

засгийн хувьд ашигтай биш)  хамгийн чухал нь изотопын хольцын хэт криогенийн 

тусгаарлалтын  кристалл бүтцийн сонголтод зайлшгүй шаардлагатай хамгийн 

найдвартай үр дүнг өгдөг. 

Хольцыг изотопоор баяжуулах шинэ аргыг судлах зорилготой бөгөөд үүнд: 

байгалийн болон сэргээгдэх нөөц, түүний зохистой хэрэглээ юм.  

Маш төстэй шинж чанартай бөөмсийг салгах нь зөвхөн резонансын 

нөлөөгөөр боломжтой болсон. 

Шинэ байгальд ээлтэй ухаалаг материал-шүүлтүүр бүтээхтэй холбоотой 

судалгаанууд нь ашигт малтмал,уул, уурхай, байгалийн хий, цөмийн технологийн 

ашиглах их нөөцтөй ОХУ, Монгол улсуудын хувьд үнэтэй бүтээгдхүүн гарган авах 

боломжийг бүрдүүлэх юм.  
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НЭГДҮГЭЭР БҮЛЭГ. СУДАЛГААНЫ ТОЙМ 
 

1.1 Шийдвэрлэхээр зорьж буй шинжлэх ухааны суурь асуудлын 

тодорхойлолт 

Төслөөр шийдвэрлэхийг зорьсон шинжлэх ухааны суурь асуудал нь хэт бага 

температурт дан атомын давхаргаар үүсгэгдсэн энергийн саадын системээр 

туннелэн шигшилтийн тусламжтайгаар изотопыг тусгаарлах өөр аргыг 

боловсруулах явдал юм. Үүний тулд изотопын тусгаарлах процессийн үндсэн 

судалгааг компьютерийн загварчлалаар гүйцэтгэнэ. Энэ тохиолдолд хэрэглэгддэг 

математикийн загварууд нь сонгодог онол (онолын физик) болон ийм төрлийн 

асуудлуудын тоон шийдлийн (тооцоолох квант хими, тооцоолох молекулын 

динамик) орчин үеийн дэлхийн туршлагад нийцэх болно. 

 

Судалгааны цаг үеэ олсон байдал 

 

Орчин үед гелион нь халуун цөмийн урвалын ирээдүйтэй түлш гэгддэг бөгөөд 

онолын хувьд Лоусенагийн шинжүүрээр илүү таатай ач холбогдолтой гэж 

тооцогддог. 

 Гелийн атомууд нь 12 MeV-аас их энерги ялгаруулдаг халуун цөмийн синтезийн 

урвалд өөр хоорондоо болон дейтери эсвэл трититай оролцдог тул онолын хувьд 

хүн төрөлхтөний энергийн хэрэгцээний ихэнх хэсгийг хангахад  хэрэглэх боломжийг 

олгодог.  

Гэвч түүний хэрэглээг хязгаарлах хүчин зүйлсүүд бас бий. Хамгийн гол нь гелион 

агуулсан хуурай газрын нөөц юм. Энэ нь зөвхөн ойролцоогоор 45 тэрбум куб метр 

юм. Газар дээрх түүний илрэл нь дэлхий үүссэний дараах анхдагч бодисын нөөц 

биш харин одоо байгаа цацраг идэвхт элементийн дийлэнх хэсгийн  альфа 

бөөмсийн, өөрөөр хэлбэл гелийн цөмийн тусгаарлалттай холбоотой задрал юм.    

Орчин үед БНХАУ саран дээрээс гелионыг олборлох хөтөлбөрийг хэрэгжүүлж 

байгааг дэлхий нийт мэдэх билээ. Гэвч жинхэнэдээ гели ба гелионы шавхагдашгүй 

эх үүсвэр бол нарны аймгийн хийн супер аварга Бархасбадь, Санчир гаригууд юм.  

Ирээдүйд ашигт малтмалын олборлолтын оргил нь  эх дэлхийгээс хальж өргөжих 

нь гарцаагүй боловч сарны гадаргуу ба  Юпитерийн тойрог орчмоос байгалийн хийн 
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дахин боловсруулалтын үйлдвэрт гелионыг хичнээн гаргаж авсан ч түүнийг 

тусгаарлах үр дүнтэй технологитой байх шаардлагатай.  

Өнөө үед бүүр дэлхийн 2-р дайны үед боловсруулсан  изотоп ялгах технологийг 

өргөн хэрэглэж байна.   Энэ технологи нь хийн байдалтай хольцод центрифугийг 

ашиглан центрифугийн тунадасжилт  суурилдаг.  

Эдгээр аргууд нь изотоп үйлдвэрлэх стратегийн асуудлыг шийддэг боловч эрчим 

хүчний хэрэглээ ихтэй, түлшний үйл явцын EROEI-ийг эрс багасгадаг. Хэдийгээр 

центрифугийн тунадасжилтийн хувьд уран-235 ба уран-238-ийг бодвол массын маш 

их зөрүүгээс хамааран Гели 4 ба гели 3-ын массын харьцаа нь хавьгүй илүү  

таатай ч тусгаарлах процессийг хэрэгжүүлэх эрчим хүчний зарцуулалт арай багатай 

аргууд бий гэж зохиогчид үзэж байгаа юм.  

Лазерын гадаргууг ашиглан изотоп тусгаарлах аргууд бас байдаг боловч энэ аргаар 

гаргаж авсан изотопын EROEI гадаргуу дээр гадаргын болон монохроматын 

цацрагийн эх үүсвэрүүдийн (хэд хэдэн хувь) үр нөлөөтэй байдал нь хязгаарлагдмал 

байдаг. 

Өнөөдөр изотопын тусгаарлалтын асуудал улам бүр хурцаар тавигдаж байна. Учир 

нь түлшний (газрын тос, байгалийн хий, нүүрс) уламжлалт эх үүсвэрүүд нь дэлхий 

дахинд тархсан декарбониацийн хөтөлбөрийн нөлөөгөөр цөмийн болон сэргээгдэх 

эрчим хүчинд аажмаар зайгаа тавьж өгч байна. Термостат эрчим хүчний шинжлэх 

ухааны дэвшил хөгжил нь уламжлалт U235-U238 төдийгүй He4-He3 гэх мэт 

изотопын баяжуулах технологийг хөгжүүлэхийг шаарддаг. 

 

Энэ чиглэлээр судалгаа явуулж байгаа өнөөгийн байдалд хийсэн дүн 

шинжилгээ (шинжлэх ухааны ном хэвлэлд гарсан нийтлэлүүдээс эш татан энэ 

салбарт хийгдсэн судалгааны тоймыг харуулав)  

 

Энэ төслийн хүрээнд моноатомын давхаргууд буюу молекулын сүвэрхэг бүтцээр 

үүссэн энергийн хаалтуудын систем ашиглан гелионы атомыг сонгох туннелэн 

дамжуулалтаар татах асуудлын сонирхолтой талыг судлахаар төлөвлөж байсан. 

Өмнө нь субнано нүхээр  гелийн атомууд нэвчин өнгөрөх математикийн 

загварчлалын үр дүнгээр  түүний нийлмэл саадаар дамжин өнгөрөх коэффициент 

нь ижил бүтэцтэй нэг саадыг өнгөрөхөөс илүү байж болох тогтоогдсон билээ [1]. Энэ 
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нь биднийг гелийг бодвол гелионы хувьд илүү өндөр дамжуулах коэффициенттэй 

нийлмэл саадыг үүсгэх боломжтой гэсэн дүгнэлтэд хүргэж байна. 

Эхний зарчимд тулгуурласан тооцооллын тусламжтайгаар графены нитрид (r-

C3N4) нь H2, N2, CO, ба CH4 агуулсан хольцуудаас гадна гелийн Ne ба Ar тай 

хийнүүдээс гелийг ялгахад нь илүү үр дүнтэй болохыг [2]-т харуулсан. Мөн 3He / 4He 

хольцыг квант шигшилтээр 49 К-ийн температурт тусгаарлалтын түвшинг 18 нэгж 

хүргэж болохыг тооцооллын аргаар харуулсан  r-C3N4 мембран ихээхэн сонирхол 

татаж байна. 

[3] -д химийн урвалын явцын динамикийг тооцоолол ашиглах аргуудын 

боловсруулалт нь, туннел ашиглахыг оруулан, химийн үзэгдлийн талаарх бидний 

ойлголтыг сайжруулдаг болохыг харуулж байна.  Химийн урвалын хурдны талаарх 

мэдлэг нь химийн гол сэдэв юм. Гэсэн ч квант идэвхжилийн нөлөөгөөр хэвийн 

байдлаасаа төлөв байдал нь өөрчлөгддөг урвалын тоо нэмэгдэж байна. Бөөмсийн 

долгионы хоёрдмол байдлаас туннелийн нөлөө үүсдэг.  Даван туулах чадвартай 

эсэхээс үл хамааран боломжит саадны нөгөө талд бөөмс олдох магадлал үргэлж 

байдаг. Тиймээс дээрх саад дээгүүр шилжих (сонгодог шилжилтийн) болон саадын 

дундуур туннелээр нэвтрэх (квантмеханикийн шилжилт) шилжилтийн хооронд 

химийн урвал явагдах замыг сонгоход өрсөлдөөн үүсч болох юм. Урьдчилан 

таамаглалтай харьцуулахад урвалын хурдыг хянах асуудлын хувьд саадын өргөн 

нь (цөмийн саадыг даван туулах зай) түүний химийн үйл явцын идэвхжилийн 

энергиэс илүү чухал ач холбогдолтой байж болох юм.  

Сонгодог ба квант механик тохиолдлыг ялгах гол онцлог нь температураас 

хамаарах урвалын хурдны хамаарал юм. Сонгодог тохиодол нь температураас 

(Arrhenius хамаарал) хүчтэй хамаардаг бол эхний ойртолтоор туннелийн арга нь 

температураас хамаарахгүй юм.  Туннелийн нөлөө зөвхөн криогенийн температурт 

чухал ач холбогдолтой гэдэг буруу ойлголт нийтлэг байдаг. Орчин үед тунелийн 

нөлөөний хувь нэмэр нь тасалгааны температурт ч мэдэгдэхүйц ач холбогдолтой 

болохыг тогтоожээ. 

[4] -д саадын тусламжтайгаар квант механик шилжилтийн асуудлын тоон шийдлийг 

авч үздэг. Энэ шийдэл нь Шредингерийн тэгшитгэл дээр тулгуурладаг. Санал 

болгож буй аргыг зарим тасалдлын боломжит тархалт дээр туршиж үзсэн. Квадрат 

саад болон цооногийн тооцооллын үр дүн нь дамжуулалтын коэффициент (квадрат 

саад доторх) -ын хэлбэлзлийн төлөв болон харгалзах резонанс шилжилтүүдийг 
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оруулан тооцсон нарийн тооцоололтой тохирч байгаа юм. Саадын урд талдах 

хэлбэлзэл нь саадын ар талдах явж өнгөрсөн долгионы хавтгай төлвөөс ялгаатай 

нь унаж буй болон ойж буй бөөмсийн  хоорондох хөндлөнгийн нөлөөллөөс үүдэлтэй. 

[5]-д 3He / 4He, H2 / D2, H2 / T2 хөнгөн изотопын тусгаарлалт нь изотопын шошго, 

цөмийн урвал, криогенны боловсруулалт, эрчим хүч үйлдвэрлэх зэрэг төрөл бүрийн 

дэвшилтэт технологид маш чухал ач холбогдолтой юм. Онолын судалгаагаар квант 

шигшилтийн тусламжтайгаар нүүрстөрөгчийн нитритээр хийгдсэн сүвэрхэг графен 

материалыг ашиглан 3He / 4He-ыг үр ашигтайгаар тусгаарлаж болохыг харуулжээ. 

Бага зэрэг деформацийн улмаас энэ материалаас мембраны тархалтыг 

тохируулахын тулд 3He / 4He-ийн тусгаарлах өндөр сонголттой мөн изотопыг үр 

дүнтэй цуглуулахад ашигладаг өндөр нэвчилттэй хаалт бүхий температуран цонх 

үүсгэж болно. 

[6] -д H2 / T2, 3He / 4He, CH4 / CD4, H2 / HD гэсэн хольцыг судлав. Нано нүхүүдэд 

квант шигшилтээс тэг даралтын үед сонголтыг тооцоолох энгийн онолыг үзүүлэв. 

Изотоп ба нано хоолойнуудын хоорондох харилцан үйлчлэлийн хувьд бодитой, үнэн 

зөв потенциалууд ашиглагдсан билээ. Энгийн онол болон нарийвчилсан 

тооцооллын хооронд сайн нийцэл гаргаж авсан юм. 

[7]-д молекул динамикийн загварчлал, Монте Карлогийн арга ба 30-150 К 

температурын интервалд цеолит дотор устөрөгч болон дейтиумын шингээлт, 

тархалтыг судлахын тулд нейтроны тархалтын туршилтын өгөгдлүүд ашиглагдсан 

байна. Квант залруулгад зориулсан Фейнман – Хиббсийн олон хувилбарт  ялгаатай 

аргын хүрээнд ашиглаж болохуйц устөрөгчийн боломжит параметрүүдийн шинэ 

цуглуулгыг санал болгож байна . Бага температурын үед изотопын дамжуулалтанд 

квант идэвхжил мэдэгдэхүйц нөлөө үзүүлэхийг тооцооллуудаар харуулна . 

[8] дугаар илтгэлд бага температурт цеолит мембранаар дамжуулан устөрөгч ба 

дейтерийн молекул шигшилтийн тухай нийтлэгдсэн. Квантын нөлөөг хамарсан 

атомын загварыг Фейнман – Хиббсийн арга ашиглагдана. Бага температуртай үед 

тархалтын урвуу кинетик нөлөө үүсдэг бөгөөд хүнд изотоп, деутериум нь 

устөрөгчөөс хурдан тархдаг. 65 К температурт тархалтын сонголт 46 нэгжид хүрдэг 

байна. 

Сүүлийн жилүүдэд 50-70 К-ийн бага температурт хэт нимгэн нано нүхт бүтцээр 

хөнгөн хийн изотопуудыг дамжуулахын тулд  туннелийн үр нөлөө бүхий энергийн 

саадаар долгионы дамжих онолыг идэвхитэй ашиглаж ирсэн. Энэ онол нь нэг 
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хэмжээст Шредингерийн тэгшитгэлийн нарийн шийдлийн жишээнүүдийг харуулсан 

Л.Д.Ландау, Е.М.Лифшицийн номонд  нийтлэгдсэн байна. Гэсэн хэдий ч, энэхүү 

энгийн бөгөөд үр дүнтэй онол нь давтагдах шинж чанарыг харуулсан нийлмэл 

саадыг давах долгионыг тодорхойлоход ашиглагдаагүй байсан юм. 

[9] -д 1D Шредингерийн тэгшитгэлийг шийдсэний үр дүнд ерөнхий хэлбэрийн 

хаалтаар массыг шилжүүлэх коэффициентүүд олдсон. Компьютер дээр 

алгоритмийг хэрэгжүүлэх аргыг танилцуулсан болно. Энэ арга нь тэгш өнцөгт 

хэлбэрийн саадын хувьд шийдэх нарийн шийдлүүдийг өгдөг. Жишээлбэл, 

Аррениусын хуультай адилаар хурд нь өөрчлөгдөж байдаг химийн урвалыг 

загварчилсан байдаг. 
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Төслийн зорилго, зорилтууд 

 

Төслийн зорилго нь энергийн саадын системээр дундуур атомын туннел хийх 

математикийн загварчлалыг гаргах, түүнчлэн тэдгээрт атомыг оновчтой салгахад 

тохирсон харгалзах үйл явцын үзүүлэлтийг харуулах тодорхой молекул бүтцийг 

заасан саадын систем, бодит бүтцийг сонгох явдал юм. 

Зохиогчдын үзэж буйгаар эдгээр зорилтууд нь дараах үе шатуудаар хэрэгжих ёстой 

юм: 

1) Саадуудын системийн потенциалын орон зайн хуваарилалтын байгууламж 

2) Каноник гамильтонтой, тархалтын харилцан үйлчлэлтэйгээр 3-хэмжээст 

Шредингерийн тогтмол тэгшитгэлийг байгуулах. 

3) Гаргаж авсан Шредингерийн тэгшитгэлийн үр дүнгийн тоон шийдэл ба 

шигшигдсэн бөөмсийн харгалзах долгионы функцийг тодорхойлох. 

4) Гарч ирсэн долгионы функц дээрээ үндэслэн бөөмсийн хоорондох зай зэргээс 

хамаарсан саадын системээр бөөмсийн олдох магадлалын талбарыг тодорхойлох. 

5) Бөөмсийн төрөл бүрийн хувьд тэдгээрийн хоорондох зай ба тэдгээрийн хэлбэрээс 

хамаарсан саадыг туулах дамжуулалтын харгалзах коэффициентүүдийн хамаарлыг 

тодорхойлох 

6) Төслийн хүрээнд хийгдэхээр төлөвлөсөн туршилтын өгөгдлүүдтэй авсан 

судалгааны үр дүнг харьцуулах. 

7) Изотопын квант шигшилтийн оновчтой молекул бүтцийг сонгох. 

8) Нөлөөллийн өндөр зэрэглэл бүхий хэвлэлүүд дээр гарсан үр дүнгийн тухай 

нийтлэх. 
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Төсөлд тусгагдсан судалгааны шинэлэг зүйл (шинжлэх ухааны шинэ санаа нь 

боловсруулагдсан, санал болгосон асуудлыг шийдэх шинэлэг арга нь 

нотлогдсон) 

Төслийн шинжлэх ухааны шинэлэг зүйл нь нэн түрүүнд тавигдсан  зорилтод  байгаа 

юм. Учир нь бөөмсийг тусгаарлах зорилготой нийлмэл саадан дундуур туннел 

маягаар туулах үйл явцыг анх удаа судлагдах юм.  

Бөөмсийн энергийн саад дундуур дамжуулах тухай бодлого нь  сонгодог [1] боловч 

олон давхраат саадын хувьд түүнийг хэрэглэх нь онолын зарим бэрхшээлтэй 

тулгардаг бөгөөд тооцооллын маш их хүндрэлтэй байдаг. Энэ бүхнээс гадна, 

төслийн хүрээнд туршилтын судалгааг гадаадын түншүүдийн хүчин чармайлтаар 

гүйцэтгэх ба ингэснээр олж авсан онолын үр дүнг бататгаж, энэ явцад хийгдсэн 

математикийн загваруудыг баталгаажуулна.  

Энергийн саадаар дамжуулах криоген шигшилтийн туршилтууд хийгдсэн  [2] 

боловч, саадын давтамжит систем дээр квант шигшилт хийх туршилт анх удаа 

хийгдэх юм. 

Эцэст нь, изотопыг квант криогенээр тусгаарлах төхөөрөмжийн шинжлэх ухаан, 

техникийн үзэл баримтлалыг анх удаа авч хэлэлцэх бөгөөд энэ нь магадгүй 

ирээдүйд практикт нэвтрэх болно. Гарсан үр дүнгүүд нь  Acta Cristallographica (Q1), 

Даймонд ба Холбогдох материал (Q1) гэх зэрэг өндөр зэрэглэл бүхий сэтгүүлийн 

нийтлэлээр батлагдах болно. RISC болон SCOPUS сэтгүүлд хэвлэгдсэн 

нийтлэлүүдээр баталгаажсан олон жилийн ажлын туршлагатай, хамгийн сүүлийн 

үеийн тоног төхөөрөмж, програм хангамжтай, түүнчлэн шаардлагатай бүхий л 

чадавхитай энэ төслийн баг нь төслийн зүгээс тавьсан зорилтуудыг бүрэн 

шийдвэрлэх чадвартай гэдэгт итгэлтэй байна. 

Төслийн тогтоосон зорилтуудыг шийдвэрлэх магадлал дараах байдалтай байна. 

нийлмэл саадаар дамжих бөөмсийг судалгаа нь найдвартай үйл ажиллагаа юм. 

Учир нь түүний шийдэлд зориулсан арга техникүүд нь энэ төрлийн зорилтыг 

шийдвэрлэхэд амжилттай ашиглагдаж байгаа орчин үеийн квант механик ба 

тооцоолох математикийн бүхий л аппаратыг багтаадаг бөгөөд  М.Бубенчиков 

зохиогчдын нэг нь байсан  [3] өгүүлэл дээр багаараа ажиллах явцад дээрх арга 

техникүүдийг амжилттай хэрэгжүүлсэн юм. Энэ төслийн ялгаа нь, түүнээс ч илүү ач 

холбогдол нь гарсан үр дүнгүүд дан атомын давхаргын резонанс системээр изотоп 

тусгаарлах шинэ процессийн онолын судалгаанд ашиглагдахад оршино. Энэ 
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төслийг зохиогчдын баг нь одоо байгаа нүүрстөрөгчийн бүтцэд H-D-T, He4-He3, Li6-

Li7, Be8-Be9, B10-B11 изотопуудийг үр ашигтай тусгаарлах термодинамикийн 

нөхцлийг олох эсвэл одоохондоо практикаар гаргаагүй байгаа бүтцүүдэд тавигдах 

шаардлагыг тодорхойлох боломжтой юм. 

1. Л.Д. Ландау, Е.М. Лифшиц. Теоретическая физика. КВАНТОВАЯ МЕХАНИКА 

(нерелятивистская теория). 4-е изд., испр. -М.: Наука. Гл. ред. физ.-мат. лит. 1989. 

- 768 с. ISBN 5-02-014421-5 (т. III) 

2. Qu Y. et al. Highly Efficient Quantum Sieving in Porous Graphene-like Carbon 

Nitride for Light Isotopes Separation // Scientific Reports. 2016. 6:19952.DOI: 

10.1038/srep19952. 

3. А.М. Бубенчиков, М.А. Бубенчиков, А.И. Потекаев, Э.Е. Либин, Ю.П. Худобина 

В.В. Кулагина. Прохождение микрочастиц через сложные составные 

потенциальные барьеры // Известия высших учебных заведений. Физика, Т. 60, № 

, 2017, с.: 119-126. 

Санал болгож буй арга барил, тэдгээрийн зорилго, зорилтыг хэрэгжүүлэх 

үндэслэл (Санал болгож буй судалгааны дэлгэрэнгүй тодорхойлолт; 

танилцуулга нь зорилго, зорилт, үр дүнгийн найдвартай байдал, судалгааны 

арга барил, судалгааны аргыг үнэлэх боломжийг шинжээчид олгоно) 

 

Төсөлд заасан зорилтуудыг шийдвэрлэхийн тулд дараах аргыг ашиглахаар 

телевлеж байна: 

- Квант механикийн сонгодог арга: саадын системээр бөөмс дамжих явцыг 

тодорхойлох тогтмол нэг хэмжээст болон тогтмол гурван хэмжээст Шредингерийн 

тэгшитгэл, Хартри- Фок-Рутаны арга, MO LCAO ойролцоо, электрон корреляци , 

саад үүсгэгч дан атомын  давхаргын электрон нягтралын хуваарилалтыг олох  

электрон нягтралын функциональ онол (DFT) гэх мэт; 

- Молекул физикийн сонгодог аргууд  - Шредингерийн тэгшитгэлд кулоны, 

тархалтын, индукцэн харилцан үйлчлэлийг тооцох  молекул хоорондын харилцан 

үйлчлэлийн потенциалын арга -танилцуулах, атомын арга барил нь (Морс, 

Леннард-Джонс, Пешля-Теллерийн өөрчлөгдсөн потенциал- загварууд нь энэ 

төслийн OCD шатанд туршилтын өгөгдлүүдтэй  шалгагдах юм) , молекулын бүтцийн 

цаашдын потенциалыг байгуулах Хилл- Китайгородскийн атом- атом хоорондын 
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харилцан үйлчлэлийн арга, бөөмсийн импульс (деброилэн долгион) тархалтыг 

тооцох Максвелл хуваарилалт болон бусад; 

- Тооцон бодох математикийн сонгодог аргууд: Рунге-Куттын арга (бөөмсийн 

хөдөлгөөний тэгшитгэлийн шийдэл), Гаусс-Зайделийн болон урвуу давталтын арга 

(молекул хоорондын харилцан үйлчлэлийн хүчний талбарын хуваарилалтын 

интегралыг тооцоолох, Шредингерийн тэгшитгэл, Монте Карло (гүйн ирэх бөөмсийн 

баллистик туршилтууд) болон бусад зэрэгцээ тооцооллын  алгоритм (НИ ТГУ-гийн 

компьютер кластер дээр дээр эхний хавсарсан бодлогын хувьд), түүнчлэн 

математик физик гэх мэт тэгшитгэлийг шийдвэрлэх сонгодог аргууд. 

- Магадлалын онол, математик статистикийн сонгодог аргууд: молекул статистикийн 

бодлогуудад тархсан байн тухай бодлого, Монте-Карло арга)  түүнчлэн квант 

статистикийн сонгодог аргууд болон бусад. 

Шинжлэх ухааны судалгааны үр дүн, тэдгээрийн шинжлэх ухаанч, 

хэрэглээний ач холбогдол 

1. Тоон болон бодит туршилтын явцад дээр дурдсан аргаар изотопыг үр ашигтай 

тусгаарлах боломжууд баталгаажсан тохиолдолд цөмийн үйлдвэрлэлийн 

хэрэгцээнд квант криогений шигшилтийн аргыг нэвтрүүлж болно. Цаашид U238-

U235 изотопын тусгаарлалтын үйл явцын компьютер загварчлалыг ашиглан 

тооцоолохоор төлөвлөж байна. Энэ процессыг загварчлах үед саадын резонанс 

системээр  ураны дамжуулалтын үр ашгийн коэффициентийн тухай өгөгдлүүд 

олдож болох  бөгөөд ийм аргын хэт бага температур гарган авах ба шүүлтийн үеийн 

атомчлалын  зардлыг тооцсон эдийн засгийн үр ашгийг тооцоолох эхний тооцоог 

олж авах болно.  

2. Ажлын үр дүнгээс үзэхэд сонгодог аргаар хийсэн тоон туршилт дээр үндэслэн хэт 

бага температурт саадын резонанс системийн туннелэн нэвчилтийн тухай 

таамаглал, мөн түүнчлэн энэ аргаар изотопыг үр ашигтай тусгаарлах боломжийн 

тухай таамаглал батлагдана. Энэ үр дүн нь саадын резонанс системийг ашиглах 

тал дээр анхдагч болох бөгөөд өнөөдөр аль хэдийн гели-гели хийн хольцыг 

нүүрстөрөгчийн нано нүхэн дан саад дээр тусгаарлах ажлууд хийгдээд эхэлсэн 

байна.(судалгааны өнөөгийн байдал бүлгийг үз). 

3. Баяжуулах үйл ажиллагааны макро шинж чанарыг гели-гелиний хольцын жишээн 

дээр тодорхойлно: температур, саадын резонанс систем үүсгэгч нүүрстөрөгчийн 

бүтцийн молекулын багууламж; түүний хэмжээ; саадыг үүсгэж буй моноатомын 



 
 

33 

давхрагууд байрлах резонанс төлөв; хольцын тусгаарлах коэффициент. Энэ үр дүн 

нь бүрэн анхдагч байх болно. Учир нь квант механик шинж чанар (хэт бага 

температур) -ын нөхцөлд атомын резонанс дифракц нь анх удаа  изотопыг 

тусгаарлахад ашиглагдана. 

4. Геометрийн болон энергийн үзүүлэлтүүдээр эдгээр саад дээр гелионы 

тусгаарлалтын оновчтой байдлын асуудал шийдэгдэнэ. Энэ үр дүн  технологийн 

тусгай параметрүүдийг тусгах тул бүрэн анхдагч нь болох юм. 

5. Үүнээс гадна моноатомын давхаргын системийн атомын нэвтрэлтийг тооцоолох 

цогц хөтөлбөрийн тоон үзүүлэлтийг ашиглан тодорхойлсон саадын резонанс  

системээр дамжин өнгөрөх атомын харилцан үйлчлэлийг тодорхойлох, 

тооцоолоход нэгдсэн арга барил бий болно. Хэдийгээр  молекул шүүлтүүр болон 

бөөмсийн энергийн саадтай квант механик харилцан үйлчлэлийн олон тооны загвар 

хангалттай байгаа ч гэсэн энэ үр дүн  тодорхой асуудлыг шийдэх цогц шийдлийн 

жишээ болохынхоо хувьд  шинжлэх ухааны нийгэмлэгийн  сонирхлыг татах юм. 

Төслийг хэрэгжүүлэх явцад гарсан үр дүнд үндэслэн төлөвлөсөн болно: 

1. Шинжлэх ухааны зөвшөөрөгдсөн (ВАК жагсаалтаас) хэвлэлүүдэд дор хаяж 12 

баримт бичгийг, SCOPUS буюу  WEB of SCIENCE-ийн индексжилттэй сэтгүүлүүдэд  

доод тал нь 4 өгүүлэл, тэдгээрийн дор хаяж 3 нь 1-2 хэсгээс бүрдэх ,  нийтлүүлэх. 

2. Төслийн хариуцсан гүйцэтгэгчээр 1 докторын диссертацийг хамгаалах (M.A. 

Бубенчиков). 

3. Төслийн гүйцэтгэгчдийн 3 нь  нэр дэвшигчийн диссертацийг хамгаалах (Мамонтов 

Д.В., Уколов А.В., Челнокова А.С ) 

4. Компьютерийн программын бүртгэлийн 3 гэрчилгээ авах: 

1) хэт бага температурт саадын резонанс системд хийн төлөвтэй гели, гелионы  

туулах, ойх тооцооллоор. 

2) Хэт бага температурт саадын резонанс системд хийн төлөвтэй гели ба гелионы 

тусгаарлах интеграл коэффициентын тооцооллоор. 

3) Ойртон ирэх гели ба гелионы  атомуудыг нүүрстөрөгчийн би-давхаргын бүтцийн 

хуваарилалтын (молекул хоорондын  харилцан үйлчлэлийн хүчний талбарууд, 

электрон нягтралын талбар) тооцооллоор. 
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1.2 Төслийн хэрэгжилтийн явцад Монгол-Оросын талын багуудын гишүүд 

болон Монгол-Оросын түншүүдийн харилцан уялдаа холбоо, зохицуулалт 

 

Төслийн Монголын талын хамтран гүйцэтгэгчдийн гол оролцоо бол гелигээс 

гелионыг ялгах тусгаарлах хаалтыг гүйцэтгэдэг дефекттэй графен  хавтангийн 

синтезээр хийх ажлууд бөгөөд  хэт бага температурт  тэдгээрийг тусгаарлах 

туршилт хийхэд оршино.  

Хамтарсан ажлын хамгийн эрчимтэй үе шат бол дефекттэй графен  хавтангуудын  

ба тэдгээрийн синтезийн болон изотопын тусгаарлалт хийх туршилтын аргын 

техникийн шаардлагыг боловсруулах, түүнчлэн туршилтыг өөрөө явуулахад 

оршино.  

Томскийн их сургууль, Монгол Улсын Их Сургуулийн зайны сургалтад харилцаа 

холбооны боломжийг ашиглан гадаадын хамтран гүйцэтгэгчдийн хамтын 

ажиллагааг онлайнаар явуулахаар төлөвлөж байна.  

Монгол Улсын Их Сургуульд  алсын зайнаас хандах боломжтой тул хоёр талаас 

ТГУ-ийн компьютерийн кластер дээр боловсруулсан математик загварчлалыг 

ажиллуулж болно.  

Ажлын явцад сонгон шалгаруулалт , семинар зохион байгуулж, Оросын болон  

гадаадын хэвлэлд хамтран гаргасан үр дүнгүүдээ нийтлэхээр төлөвлөж байна. 

МУИС-д хийгдсэн ажлын үр дүнд квантын химийн салбарт математик загварчлалын  

шинжлэх ухааны болон боловсролын шинэ чиглэлийг нээж, стратегийн түншлэлийн 

тухай хэлэлцээр байгуулагдана. 

 

Төслийг хэрэгжүүлэх эхний жилд шинжлэх ухааны үр дүн гарна (төсөлд 

дурдагдсан  судалгааны  төлөвлөгөөний хэрэгжилтийн боломжит түвшин, үр 

дүнг судлах,үнэлэх боломжийг шинжээчид олгохуйцаар бичигдсэн байх) 

 

Төслийн дагуу хийгдсэн ажлын үр дүнгээр сонгодог аргаар хийсэн тоон туршилтыг 

үндэслэн хэт бага температурт   саадын резонанс системээр гелионы туннелэн 

нэвчилтийн тухай , түүнчлэн энэхүү аргаар гелигээс түүнийг үр дүнтэй тусгаарлах 

боломжийн талаарх таамаглалууд батлагдах болно. Энэ үр дүн нь саадын резонанс 

системийг ашиглах тал дээр анхдагч болох бөгөөд  одоогийн байдлаар гели-гели 

хийн хольцыг нүүрстөрөгчийн нано нүхт дан хаалт дээр тусгаарлах ажил хийгдэж 

байна (судалгааны өнөөгийн байдал бүлгийг үз). 
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Судалгааны эхний жилд Оросын талаас дараах үр дүнд хүрэхээр төлөвлөж байна. 

Үүнд: 

 

1. Нано бүтцээр изотопын квант шигшилт хийх салбарт  онолын болон туршилтын 

судалгааны өнөөгийн төлөв байдлын тойм. Судалгааны тактикуудыг бий болгох, 

асуудлыг шийдэхийн тулд тодорхой тоон алгоритмыг бий болгох. 

Энэ үе шатанд математик загварын цуглуулга ба  төсөл хэрэгжүүлэгчид авч үзэх  

боломжтой тооцоолох станцын тооцооллын хүчин чадал, компьютерийн кластерийн 

тооцооллын хүчин чадал зэргийг харгалзсан  компьютер загварчлалын тооцооллын 

аргууд бий болно. Үүний үр дүнд тооцооллын нарийвчлал ба боломжит чадамжийн 

хоорондын тэнцвэрийн үнэлгээг тооцоолно. 

Хариуцан гүйцэтгэгчид: Бубенчиков M.A., Челнокова А.С 

2. Саадын электрон нягтралын хуваарилалтын дагуу потенциалын сонголтыг хийх 

асуудлын тодорхойлолт. Графен үүрний хувьд болон харилцан үйлчлэлийн эх 

үүсвэрүүдийн орон зайн нягтралын магадлалын талбарын хувьд тооцоолол нь  

хэдийнээ хийгдсэн электрон нягтралын хуваарилалтуудыг харьцуулах. 

Боловсруулсан компьютерийн загварчлалаар энгийн графен үүрнүүдийн хувьд 

электроны нягтралын хуваарилалтыг судалж одоогийн байдлаар олж авсан үр 

дүнгүүдийг нэгтгэх. Ab initio саадтай бөөмсийн харилцан үйлчлэлийг тодорхойлох. 

Энэ үе шатанд бэлэн байгаа нийтлэлүүдийн өгөгдлөөс  судалгаа хийхээр сонгосон 

нүүрстөрөгчийн бүтцийн хамгийн бага хэмжээний сегментийн потенциал зохион 

бүтээгдэх бөгөөд хэрэв шаардлагатай бол тооцооллоор баяжуулна. Энгийн графен 

үүрний  компьютерийн загварыг хийж 2-3 давхаргын системд  өргөтгөнө. 

Хариуцан гүйцэтгэгчид: Бубенчиков M.A., Мамонтов Д.В. 

 

3. Тооцоолох квант механик аргыг ашиглан  хоёр дираковский саадын резонанс  

системээр He3, He4 атомуудын резонанс туулалтын  хялбарчилсан загварчлалын 

асуудлыг томъёолох 

Хариуцан гүйцэтгэгчид: Бубенчиков M.A., Уколов А.В. 

 

4. Unb + Ueb + Uee бүрэн потенциал бүхий харгалзах атомуудын хувьд Борн-

Оппенгеймерийн нарийвчлалтайгаар Шредингерийн нэг хэмжээст тогтмол 

тэгшитгэлийн тоон шийдэл: потенциалын харилцан үйчлэлүүд нь : Unb –саад + цөм, 

Ueb – саад + электрон, Uee – электрон + электрон,  дисперсийн хүчийг тооцсон. 
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Саадуудтай хамааралтай He3 / He4 бөөмсийн байршлын магадлалын тархалтын 

функцийг тодорхойлох. 

Хариуцан гүйцэтгэгчид: Бубенчиков M.A., Мамонтов Д.В. 

 

Эдгээр 2 үе шатанд математикийн загвар бүтээгдэх ба He3, He4-ийн хоёр дирак 

саадын резонанс системийг туулах тухай  1-хэмжээст асуудлын тоон шийдэл гарна. 

Зохиогчдын баг энэхүү асуудлыг суурь үзлийн үүднээс  маш сонирхолтой гэж үздэг 

бөгөөд гаргасан үр дүнгээ 1-2 улирлын сэтгүүл дээр нийтлэх төлөвлөгөөтэй байна. 

Үүнд:  

1. ActaCrystallographica Section A: Foundations and Advances,  

2. Nanoscale,  

3. Advanced Materials,  

4. Diamond and related materials,  

5. Journal of Physical Chemistry Letters,  

6. Бөөмийн кинетик энергийн (температур)  дамжуулалтын коэффициентээс 

хамаарах хамаарлыг тодорхойлох ба саад хоорондын зай. Аb initio резонанс 

шүүлтийн процессын математикийн загварчлалыг аргыг бий болгох. 

Хариуцан гүйцэтгэгчид: Бубенчиков M.A., Уколов А.В. 

 

Энэ шатанд  саадуудын  хоорондох зайг болон He3 ба He4 бөөмсийн хамгийн үр 

дүнтэй тусгаарлалтын температурыг тодорхойлно. Заагдсан үзүүлэлтүүдээс He3 ба 

He4-ийн дамжуулалтын коэффициентүүдийн хамаарах хамаарлыг олно. Практикт 

энэ аргын хэрэглээний үр нөлөөг үнэлэх болно. Энэ үе шатын төгсгөлд төсөл баг нь 

3-D тохиолдолд хэрэглэгдэх  компьютерийн загвартай болох ба НИР -ийн дараагийн 

шатуудад саадын илүү нарийн бүтэцтэй болох юм. 

 

Оросын тал Монголын түншүүдтэй хамтран судалгаа шинжилгээ хийх 

зайлшгүй шаардлагын  үндэслэл (олон улсын хамтын ажиллагааны үед олж 

авах боломж) 

ТУИС нь энэ төслийн онолын үе шатыг хэрэгжүүлэхэд шаардагдах бүх тоног 

төхөөрөмжтэй боловч изотопын тусгаарлах станцын лабораторийн загварыг бий 

болгох тоног төхөөрөмжгүй юм. Төслийн үндсэн шинж чанарыг үл харгалзан түүний 

зохиогчид онолын үр дүнг туршилтаар  баталгаажуулахыг  хүсч байгаа билээ. Энэ 
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зорилгын хүрээнд эрдэм шинжилгээ, судалгааны үйл ажиллагаа явуулдаг Монгол 

Улсын Их Сургуулийн чадамжийг ашиглах юм.  

Томск Улсын Их Сургуулийн эрдэм шинжилгээний ажлын амжилттай гүйцэтгэлийн 

дараа ОКР шатыг МУИС гүйцэтгэх болно. Мөн онолын завсрын үр дүнгийн хувьд, 

нээлттэй хэвлэлийн өгөгдөлд түшиглэх боломжгүй нөхцөлд, зохиосон математик 

загвараа засварлах  боловсронгуй болгох туршилттай үе үе харьцуулах нь маш 

чухал юм. 

 Гадаадын түншийг сонгох нь ОХУ, Монгол улсын хоорондын харилцааны хөгжлийн 

стратегийн асуудалтай хамаатай . Өнөө үед ТУИС  ба МУИС-ын ХШУИС-ийн 

хоорондын хамтын ажиллагаа нь шинжлэх ухаан, боловсролын чиглэлээр хөгжиж 

байна.  

ТУИС-д  Монгол Улсын Их сургуулийн аспирант, оюутнуудын суралцдаг хэд хэдэн 

боловсролын чиглэл бий . Мөн энэ төслийн чиглэлээр шинжлэх ухааны хамтарсан 

ажил  хөгжиж байна. Томскийн Их Сургуулийн квант химийн, паралель тооцоолол, 

молекулын динамик математикийн аргын онолын хувьд хамаагүй давуу талтай ч 

төслийн зохиогчдын үзэж байгаагаар  ОХУ, Монгол Улсын стратегийн хамтын 

ажиллагаанд монголын залуу мэргэжилтнүүдийг судалгааны талбарт татан 

оролцуулах нь  АНУ, Хятадын эрдэм шинжилгээ, боловсролын төвүүдээс 

хэрэгжүүлж буй  (дунд сургуулиудаас эхлэн докторын дараах үе шат дуустал) 

хөтөлбөрүүдийн эсрэг маш чухал юм. 

 

Төслийн шинжлэх ухааны үндэслэл (гарсан  үр дүнгүүд ,  боловсруулсан 

аргачлал, хөтөлбөр, туршилтын тоног төхөөрөмж, төслийг хэрэгжүүлэхэд  

судлаачдын багийн мэдэлд буй материалууд,мэдээллийн нөөцийг багтаасан) 

 

-Төслийн судлаачид 

 

Судалгааны баг 2008 оноос хойш молекулын динамикийн асуудлын салбарт 

ажиллаж байгаа (Бубенчиков) бөгөөд 2016 он гэхэд  төслийн багийн бүрэлдэхүүн 

эцсийн байдлаар бүрдсэн  байна (Челнокова, Уколов, Мамонтов). Багийн гол үйл 

ажиллагаа нь – нүүрстөрөгчийн нано бүтэц бүхий хийн орчны атом ба молекулуудын  

харилцан үйлчлэлийн  молекулын динамик асуудлуудын тоон шийдэл юм. 
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 “MD-simulation of rotation fullerenes in the plastic phase of fullerit”  гэсэн нэртэй 

хамгийн сүүлийн үеийн ажил нь  7.93 нөлөөллийн зэрэглэлтэй Q1 Acta 

Cristallographica- сэтгүүлд хэвлэгдэхээр зөвшөөрөгдсөн байгаа бөгөөд 2019 оны 4-р 

улиралд гарах болно. 

Өмнөх ажлын явцад : 

- сонгодог молекулын динамикийн аргыг ашиглан хийн орчин бүхий нүүрстөрөгчийн  

нанобөөмсийн хөдөлгөөн ба харилцан үйлчлэлийг тодорхойлох, тооцоолох 

аргачлал (онол, тооцоолол)  - ыг бүрэн боловсруулагдаж, туршигдаж байсан. [1-21] 

- Соронзон орны нөлөөгөөр хийн орчинд соронзон агшинтай нано хоолойн  

гиродинамикийн тооцооллыг анх удаа хийсэн. [2] 

- Фуллеритийн бүтцэд C60 фуллерений гиродинамикийн тооцоолол хийгдсэн 

бөгөөд тэдгээрийн эргэх энергийн давтамжуудын туршилтын үр дүнтэй давхцаж 

байгааг онолын хувьд тодорхойлсон . [3] 

- Янз бүрийн нано-бөөмсийн механик чичиргээний хувийн давтамжийг тодорхойлов. 

Тэдгээрийн аналитик илэрхийлэлийг олж авсан [4]. 

- Хийн  орчин дахь төрөл бүрийн нанобөөмсийн хэлбэрээсээ хамаарч шилжилтийг 

эсэргүүцэх коэффициентүүдийг тодорхойлсон. Анх удаа тэдгээрийн аналитик 

илэрхийллийг олж авсан [5]. 

- Хийн орчин бүхий молекулуудтай янз бүрийн хэлбэрийн нанобөөмс орон зайд 

мөргөлдөх  молекулын статистик (кластерт молекул орох) – ийн асуудлыг  шийдсэн 

[6]. 

- Хийн орчинд төрөл бүрийн нанобөөмсийн термофорезийн тэдгээрийн хэлбэрээс 

хамаарсан хурдыг тодорхойлсон. Тэдгээрийн аналитик илэрхийллийг нь онолын 

хувьд [7] гаргасан юм. 

- Таталцлын болон төвөөс зугтах тунадасжилт [8], центрифугжих [9], цахилгаан 

талбайн орны нөлөөгөөр хий дотор нанобөөмсийн  тусгаарлалын тооцооллууд 

хийгдсэн [10]. 

- Хэт нарийхан наноутасны молекул хоорондын харилцан үйлчлэлийн хүчний 

потенциалын аналитик илэрхийллийг анх удаа гаргасан [11]. 
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- Наносувгуудын багц, сүвэрхэг графен, фуллерүүд ба нанобөөмсийн загвар 

дундуур төрөл бүрийн хийн атомууд,молекулууд нэвчин гарах тооцоо [12-

14]хийгдсэн. 

- Массшилжилтийн супердамжих чанараар тодорхойлогдсон диффузээс чанарын 

ялгаатай  нэвчилтийн горимыг анх удаа олж авсан [15]. 

- Хийн үр дүнтэй тусгаарлалтад зориулсан янз бүрийн нанобөөмсийн нүхнүүдийн 

эсвэл атом бүтцийн дефектийн нягт ба параметрүүдийг тодорхойлов  [16-18]. 

- Атом / молекулын төрөл бүрийн хэлбэрийг нанобөөмсүүдээр шингээх шингээлтийг 

энергээс нь хамааруулан тооцоолсон. [19] 

- Олон давхар ба шилэн нано бүтцүүдийн хийн орчноор атом/молекулуудын  нэвчих 

чадварыг  тооцоолсон. [20] 

- Энгийн нэхээст нанотор болон атом/молекулуудын хийн хэлбэртэй фазын  

харилцан үйлчлэлийн потенциалын аналитик илэрхийллийг анх удаа олж авсан. 

[21] 

Төслийн хариуцан гүйцэтгэгч Бубенчиковын М.А. газрын байгалийн хийнээс гелиг 

ялгах технологийн үзэл баримтлалыг боловсруулсан өмнөх судалгааны үр дүнг 

«Газпром» компаний ТУЗ-ийн дарга А.Б. Миллер докторын диссертаци хамгаалах 

зорилготой тусгай тэтгэлэг хэлбэрээр(OAO "Газпром" 02.13.2015-ний  №61 Тушаал), 

түүнчлэн ОХУ-ын шинжлэх ухааны сан (буцалтгүй тусламж № 14-01-31365) ОХУ-ын 

сан (буцалтгүй тусламж тоо  16- 19-00089) дэмжив. 

Судалгааны үр дүн бичигдсэн 70 гаруй ажил шинжлэх ухааны зөвшөөрөгдсөн 

сэтгүүлүүдэд нийтлэгдсэн бөгөөд үүнээс 20 гаруй нь SCOPUS болон  WEB of 

SCIENCE -ээр индексжүүлэгдсэн байна. Өмнө нь гаргасан үр дүнгийнхээ үндсэн 

дээр төсөл хариуцан гүйцэтгэгч эрдмийн зэрэг горилогчийн дисертаци хамгаалж, 

мөн 1 сургалтын гарын авлага бэлтгэжээ. 

Төслийн хариуцлагатай гүйцэтгэгч М.А.Бубенчиков нь шинжлэх ухааны ишлэлийн 

индекс (индекс Хирша) - 9, elibrary.ru –ийн дагуу , (SCOPUS-ийн дагуу 6)-ийг 

эзэмшдэг. 

M.A. Бубенчиков  3 патент зохиогчийн эрхтэй : "Циклонон камер, ксенон ялгах арга 

ба төхөөрөмж" бүтээл (давамгайлах огноо 01.07.2011), "Металл суурьтай 

тээвэрлэгч дээр хатуу ислийн түлшний элементийн үүрийг бэлтгэх арга" бүтээл 

(давамгайлах огноо 11.12.2014), “Хий дамжуулах хоолойн краны ослын автомат 
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хаалт” бүтээл (тэргүүлэх огноо 04/06/2015) мөн компьютерийн программын 8 улсын 

бүртгэлийн гэрчилгээ:  «S-RimplyGraphen-2.0 Үрчгэр графений гадаргуутай 

молекулын харилцан үйлчлэх энергийн тооцоо хийх программ " давамгайлах огноо 

- 04.02.2016, , "S-ThinLayer. Хэт нарийн ширхэгтэй аморф ялтасны нэвтрүүлэх чанар 

тооцох программ "давамгайлах огноо - 04.02.2016, « S-RimplyGraphen 1.0 Үрчгэр 

графений нөлөөллийн энергийг тооцоолох программ "давамгайлах огноо - 

04.02.2016, " Фуллерэн нанобөөмсийн молекултай харилцан үйлчлэлийн 

тооцооллын программ"- . давамгайлах огноо 04.08.2015  " Полидисперс 

нанобөөмсийн шигүү баглааны элементийн нэвтрүүлэх чадварыг тодорхойлох 

программ" - давамгайлах огноо 08.04.2015 , “ Дуплетийн нэвтрүүлэх чадварыг 

тодорхойлох программ " давамгайлах огноо 16/06/2015, ОХУ - 04.08.2015-өөс 

16/06/2025," Бөмбөрцөг хэлбэртэй нанобөөмсөн туннелийн нэвтрүүлэх чадварыг 

тодорхойлох программ"давамгайлах огноо - 06.16.2015, ”Нээлттэй нанохоолойн 

молекултай харилцан үйлчлэлийг  тооцох программ "давамгайлах огноо  - 

04.07.2015. 

 

M.A. Бубенчиков судалгааны гарсан үр дүнгээрээ олон улсын эрдэм шинжилгээний 

бага хурал дээр илтгэл тавьсан байна,  тухайлбал:  

1) Полимер ба нийлмэл материалын 2015 оны дэлхийн чуулга уулзалт (PCM 2015) 

5-р сарын 16-19, Бээжин хот, Хятад;  

2) Цахилгааны инженерчлэл. Эрчим хүч. Механик инженерийн ажил I Залуу 

эрдэмтдийн олон улсын эрдэм шинжилгээний бага хурал. Новосибирск хот, 2014 он;  

3) Олон талт геометр ба түүний хэрэглээ: Олон улсын оролцоотой эрдэм 

шинжилгээний бага хурлын материал, Улаан-Үд хот, 2014 он; 

 4) Залуу эрдэмтэн, мэргэжилтнүүдийн эрдэм шинжилгээний болон практикийн  7-р 

хурал, Томск хот, 2015 он, Газпром Трансгаз Томск ХХК;  

5) Залуучуудын шинжлэх ухаан, практикийн олон улсын VI бага хурал "Хийн аж 

үйлдвэрийн шинэ технологи: туршлага, тасралтгүй байдал. импортын орлуулалтын 

хэтийн төлөв, асуудал ", ХХК Газпром ВНИИГАЗ, Москва хот, 2015 он; 

 6) Бүх Оросын эрдэм шинжилгээний олон улсын оролцоотой VI бага хурал "Эрчим 

хүчний технологийн дулаанфизикийн үндсүүд", Томск хот, 2015 он;  
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7) "Эрчим хүчний хэмнэлтийн техник, технологийн тоноглолын дулааны горимыг 

хангах системүүдийн дулаан масс шилжилт” олон улсын залуучуудын эрдэм 

шинжилгээний бага хурал", Томск хот, 2016 он.  

8) Олон улсын оролцоотой эрдэм шинжилгээний IV уулзалт "Олон талт геометр ба 
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- Монголын талын судлаачид 

 

Монголын түншүүд янз бүрийн хэмжээтэй нанобөөмсийн системтэй молекулуудын   

(атом) харилцан үйлчлэлийг загварчлах чадвартай, нүхэн графен хуудасны сонгох 

шинж чанарыг үнэлэх ба  нэвчих чанарын тооцооллыг хийх ур чадвар, тухайлбал, 

хийн ялгах чадвартай графен хуудсын хэлбэрийн нөлөөллийг шинжлэх чадвартай 

байдаг. Үүнээс гадна, тэд салаалсан нано хоолойнууд агуулсан систем дэх хийн 

бүрэлдэхүүний шилжилтийг тооцоолох арвин туршлагатай юм. 

Үүний зэрэгцээ сүүлийн жилүүдэд Улаанбаатар хотын түншүүд нь металлын 

субстрат дээр химийн ууршуулах аргыг ашиглах боломжтой болсон. Энэ аргаар 

макро хэмжээст графенийг үйлдвэрлэх боломжтой юм. Энэ арга катализаторын 

гадаргуу дээр нүүрстөрөгч агуулсан өөр нэг хий эсвэл метаны каталитик задралын 

үйл явц дээр тулгуурладаг. Катализатор (субстрат) нь ихэвчлэн зэс ялтас байдаг. 

прекурсор-хийг шахах шахуургын температур нь 1000 ° C байна. Ийм температурт 

хий нь задарч зэсийн гадаргуу дээр графен бүрхүүл үүсэх ба субстрат бүрэн 

бүрхэгдсэний дараа процесс зогсдог. Энэ арга нь дефектгүй хуудсууд графен 

хуудсууд,  тогтмол нүхтэй нүүрстөрөгчийн 2D материалыг нэгтгэх боломжтой болгох 

ба мөн түүнчлэн субстрат дээрх уурын найрлагыг өөрчлөнгөө сүвэрхэг графен 

материалыг гаргаж авах боломжийг олгодог. 

 

Энэ төсөлт эхлэхээс өмнөх хамгийн их холбоотой байдаг оросын талын 
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1. Шерстобитов А. А. Нано бөөмсийн системтэй молекулын харилцан үйлчлэл / А. 
А. Шерстобитов, С. Жамбаа, О. В. Усенко, В. Б. Цыренова, Д. К. Фирсов // Известия 
высших учебных заведений. Физика. – 2014. – Т. 57, № 8/2. – хуу 210–214 

2. Бубенчиков А. М. Графений хийнүүдийг тусгаарлах чадварт хэлбэр нь нөлөөлөх 
нь / А. М. Бубенчиков, М. А. Бубенчиков, А. И. Потекаев, О. В. Усенко, С. Жамбаа, 
В. В. Кулагина // Известия высших учебных заведений. Физика. – 2015. – Т. 58, №12. 
– хуу. 39–45. 

Web of Science сэтгүүлийн индексжсэн орчуулгын хувилбараар: 

Bubenchikov A. M. The effect of graphene shape on its ability to separate gases / А. M. 
Bubenchikov, M. A. Bubenchikov, A. I. Potekaev, O. V. Usenko, S. Jambaa, V. V. 
Kulagina // Russian Physics Journal. – 2016. – Vol. 58, is. 12. – P. 1711–1719. – DOI: 
10.1007/s11182-016-0706-y. 
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3. Бубенчиков М. А. О селективных свойствах наноразмерной бифуркации / М. А. 
Бубенчиков, А. В. Уколов, Р. Ю. Уколов, С. Жамбаа // Вестник Томского 
государственного университета. Математикаимеханика. – 2018. – № 51. – С. 104–
116. – DOI: 10.17223/19988621/51/9. 
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Bubenchikov M. A. On the selective properties of nanoscale bifurcation / M. A. 
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mathematics and mechanics. – 2018. – Vol. 51. – P. 104–116.  
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4. Bubenchikov M. A. Separation of gases using ultra-thin porous layers of monodisperse 
nanoparticles / M. A. Bubenchikov, A. M. Bubenchikov, O. V. Usenko, V. A. Poteryaeva, 
S. Jambaa // EPJ Web of Conferences. – 2016. – Vol. 110 : conference on 
Thermophysical basis of energy technologies. Tomsk, Oсtober 13-15, 2015. – Article 
number 01014. – 6 p. – DOI: 10.1051/epjcconf/201611001014. 

5. Лун-Фу А. В. Определение частот поперечных колебаний переходников и 
тупиковых ответвлений газопроводов / А.В. Лун-Фу, М.А. Бубенчиков, С. Жамбаа, 
С. Г.-Ц. Цыдыпов // Вестник Томского государственного университета. Математика 
и механика. – 2019. (принята в печать) 
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ХОЁРДУГААР БҮЛЭГ. ҮР ДҮН БА ХЭЛЭЛЦҮҮЛЭГ 
 

2.1 Судалгааны ажлын сонгосон арга, гол үр дүн 
  
1. Саадын системийн хувьд Шредингерын интеграл нэг хэжээст стационар 

тэгшитгэлийн шийдийг анх удаа олсон болно. 

 

2. Шредингерын интеграл нэг хэмжээст стационар тэгшитгэлийн шийдлийг  ойлт 

ба дамжин өнгрүүлэлтийн коэффициентуудын хувьдах илэрхийлэл нь шууд 

гарч ирэх хэлбэртэй  бодлогуудад дифференциал- оператор хэлбэртэйгээр 

олж гаргаж авсан. 

 

3. Төслийн явцад янз бүрийн боломжит потенциал саадын (барьер) хувьд гарч 

ирж буй Шредингерийн тэгшитгэлүүдийн шийдүүдийг  олох үр дүнтэй тоон 

алгоритмуудыг сонгосон. 

 

4. Сайн танигдсан Адамс - Башфорт, Адамс - Моултон нарын олон шатлалт 

схемийг дөрөвдүгээр эрэмбийн нарийвчлалтай сонгодог Рунге - Кутта схемтэй 

харьцуулсан болно. 

 

5. ОХУ-ын талын төслийн удирдагч М.А. Бубенчиков 2020.07 сард ШУ-ын 

докторын зэрэг хамгаалсан. 

 

6. ОХУ-ын компьютерийн 5ш программын бүртгэлийн гэрчилгээ № 2021680776, № 

2021680468, № 2021680775, №2021666867, №2021666869 (ОХУ-ын талын 

хамтрагч нарын нэр дээр) авсан. (хавсралт) 

 

7. Олон улсын WEB of SCIENCE ба SCOPUS  -ийн Q1, 2, 3 индекстэй мэргэжлийн 

сэтгүүлд 6ш өгүүлэл хэвлүүлсэн. 

 

8. Олон улсын э/ш хуралд 7ш, додоодын э/ш хуралд 3ш итгэл тавьсан.  

 

9. Олон улсын э/ш дотоодын 3ш хурал, дотоодын э/ш 1ш хурал зохион 

байгуулахад оролцсон, дотоодод 2ш семинар зохион байгуулсан. 
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10. Гадаадын олон улсын 3ш хурал, семинарт: 2020 оноос одоог хүртэл хоёр 

долоо хоногт нэг удаа явагдаж байгаа олон улсын «Beijing-Novosibirsk seminar 

on geometry and mathematical physics» online семинарт Ж.Сонинбаяр идэвхитэй 

оролцож ирлээ. https://srmc.pku.edu.cn/pyc/xzyj/kylt/128485.htm,  2023 оноос 

Ж.Сонинбаяр АНУ-ын The Institute for Operations Research and the Management 

Sciences (INFORMS) институт, нийгэмлэгийн гишүүн болж “Aviation Applications 

Section”, “ Computing Society”  секторуудын байнгын 3ш хурал, семинар, 

хэлэлцүүлэгт online тогтмол оролцож байна. https://connect.informs.org/  
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2.2 Математикийн талаас сонгосон арга, гол үр дүн 
 
Байгальд ээлтэй эдийн засгийн өндөр ач холбогдолтой ухаалаг материал-шүүлтүүр 

хийх судалгааг эхлэх үед ямар математикийн тэгшитгэлээр бичих талаар хэлцүүлэг 

ОХУ-д Оросын талын судлаачидтай хийж Шредингерийн тэгшитгэлээр бичихээр 

шийдсэн юм. Улмаар Шредингерийн тэгшитгэлээр Оросын талтай хамтарч орос хэл 

дээр тухайн шатны судалгааны ажлын үр дүн бичигдэж, туршилтуудаар 

баталгаажсан, гадаадын олон судлаачдын анхаарлыг татаж байгаа ажил болсон.      

 
АНАЛИТИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ ИНТЕГРАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ ШРЕДИНГЕРА1 

 
Построено аналитическое решение задачи о волновом транспорте вещества 

через составные сверхтонкие барьеры. Показано, что для составной мембраны, 
состоящей из двух одинаковых сверхтонких слоев, всегда существуют 
расстояния между слоями, при которых реализуется резонансное прохождение 
одной из компонент. Резонанс позволяет разделять дебройлевские волны 
частиц, одинаковых по свойствам и различающихся лишь массами. При 
температуре 25 К найдена широкая полоса гиперселективного разделения 
гелион-гелиевой смеси. 

 
Ключевые слова: интегральное уравнение, вырожденное ядро, оператор 

сдвига, экспоненциальные функции, тождество Фурье. 
 

Введение 
 

В качестве элементов составной мембраны наилучшим образом подходит 
пористый графен или пористый нитрид бора. Такие материалы могут быть 
получены методом эпитаксии [1,2] или способом осаждения из паровой фазы на 
подложку, содержащую бездефектный графен или пористый нитрид бора [3,4]. 
Однако существует еще целая группа стабильных листов толщиной в один атом, 
которые на этапе синтеза или после механического отслоения могут быть 
превращены в пористый 2D-материал. Так в работе [5] сообщается о листах GeH, 
которые являются термически стабильными до 75°C. Известен также силикон – 
графеновый эквивалент кремния [6], имеющий большие перспективы для новых 
применений. В работе [7] авторы указывают на черный фосфор как на слоистый 
материал из которого может быть получен фосфорен – одноатомный слой, 
физические свойства которого значительно отличаются от его объемного аналога. 
В работе [8] сообщается об успешном изготовлении двумерного станена на основе 
Sc методом молекулярно-лучевой эпитаксии. В [9] отличается, что 
функцианализация гексагонального нитрида бора молекулами амина вызвала 
расслоение слоистой структуры, что привело к образованию листов нитрида бора. 
В работе [10] говорится, что “разработка новых слоистых материалов претерпела 
эволюцию от графена к металлическим оксидам и металлическим халькогенидным 
нанолистам”. В [11] также упоминается металлдихалькогениды как новейшие 2D-
материалы и приводится пример материала, созданного на основе MoS2. В [12] 
изучаются электронные свойства следующих металлдихалькогенидов, имеющих 

 
1 Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ и Министерством культуры, образования, 

науки и спорта Монголии в рамках научного проекта № 19-51-44002 
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двумерную структуру: MoS2, WS2, WTe2, TiSe2, NbS2, VSe2, NbSe2, TaS2. Все 
материалы при соответствующем способе их синтеза или последующей обработки, 
приводящей к образованию пор могут быть приспособлены для разделения газов. 
В [13] сообщается о слоистой двумерной сетчатой структуре, которая содержит 
равномерно распределенные дырки и имеет в своей основе стехиометрию C2N. 

Таким образом, уже синтезировано достаточно много двумерных материалов, 
которые могут быть применены в работах по квантовому просеиванию изотопов. 

Цель настоящей работы состоит в нахождении условий, обеспечивающих 
резонансное прохождение компонент газовой смеси через составные барьеры. 
 

Дифференциальное уравнение Шредингера 
 

Дифференциальное уравнение волновой динамики имеет вид: 

 
2 2

0
2

U
m i t


−  +  + =


. (1) 

Здесь Ψ ‒ волновая функция, ħ ‒ постоянная Планка, U ‒ энергия 
взаимодействия частицы с окружением, m ‒ масса частицы, Δ ‒ оператор Лапласа, 
i ‒ мнимая единица. 

В частном случае, когда потенциальная энергия U явно не зависит от времени, 
решение уравнения (1) ищется в виде: 

 /iEte− = . (2) 

где E – энергия частицы. 
Тогда для нахождения амплитуды волны Ψ будем иметь стационарное 

уравнение Шредингера: 

 
2

2
( ) 0

m
E U+ −  = . (3) 

В задачах низкотемпературного мембранного разделения газовых смесей 
определяющее значение имеет направление переноса, перпендикулярное 
поверхности мембраны. Ввиду малых размеров нанопор любой макроскопический 
фрагмент мембраны можно считать бесконечно протяженным в направлениях, 
параллельных мембране. Определяя по некоторому представительному 
фрагменту поверхности мембраны среднее значение энергии взаимодействия и 
используя одномерное волновое уравнение переноса вещества, мы можем 
говорить о барьерной теории проницаемости мембраны. 

Таким образом, при получении результата по проницаемости отдельных 
компонент смеси или по селективности ее разделения можно исходить из 
уравнения (3). 

Ниже будут представлены некоторые аналитические построения, которые 
оказались весьма эффективными при анализе задач прохождения изотопов через 
составные мембраны. В связи с этим удобней будет иметь безразмерную форму 
уравнения переноса вещества.  

Если массу частицы отнести к m0 – массе атома водорода, за масштаб энергии 
взять U0 – глубину потенциальной ямы в распределении энергии парных 
взаимодействий вещества мембраны и подвижных частиц, а в качестве масштаба 
длины принять величину 

 0 0L m U= . (4) 

то безразмерное уравнение волновой динамики не будет содержать постоянной 
Планка ħ: 
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2

2
2 ( ( )) 0

d
m E U x

dx


+ −  = . (5) 

В записи (5) все величины безразмерные, включая координату x. 
Таким образом, мы уменьшили количество констант задачи на единицу. Это 

является существенным при проведении дальнейших аналитических выкладок. 

 
Интегральное уравнение Шредингера и его преобразования 

 
Реализация численных методов решения дифференциального уравнения 

Шредингера ориентирована на конечную область изменения независимой 
переменной, а также на применение «сшивки» полученных численных данных с 
асимптотическими распределениями вычисляемой величины. Обычно под 
условиями «сшивки» понимаются равенства самой волновой функции и ее 
производной. Однако отсутствуют какие-либо обоснования в отношении 
использования этой формы условий. Также требует обоснования и сам размер 
конечной области интегрирования. В связи с этим важными являются попытки 
проведения интегрирования по всей действительной оси. По-видимому, это 
возможно сделать аналитическим методами. Вполне подходящим для этого 
является интегральное уравнение Шредингера: 

 
2

( )  ( ) ( )
2

ik x ikxm
x e U d e

ik


−

−

 −     = . (6) 

Здесь m – безразмерная масса частицы, 2k mE=  – параметр волны, E – 

безразмерная энергия частицы. 
В книге Ф.М. Морса и Г. Фешбаха [14] доказывается эквивалентность 

дифференциального и интегрального подходов в описании процессов 
распространения волн материи. 

Уравнение (6) есть интегральное уравнение с вырожденным ядром. Для 
проведения дальнейших его преобразований воспользуемся дифференциальным 
оператором сдвига: 

 ( ) ( )
d

h
dxe f x f x h

−

= − . (7) 

Доказательство последнего равенства можно провести с помощью разложения 
экспоненты в ряд Тейлора, а также посредством применения уже линейных 
операторов к функции f(x) и нахождения новой суммы ряда. Применяя равенство 

(7) к 
ik x

e
−

, исходное уравнение можем переписать в виде: 
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ik x ikxdx
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x U e d e e
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−

 
 −      =  = = 

 
 . (8) 

Обратим внимание на выражение в скобках. Это выражение можно 
рассматривать как дифференциальный оператор или аналитическую функцию 
параметра p=d/dx: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),     
d

pdx
d

U e d U e d L p p
dx

 
−

−

− −

    =     = =  . (9) 

С учетом введенного обозначения уравнение (9) можно переписать в следующем 
виде: 

 ( ) ( )
ik x ikxx L p e e

−
 −  = . (10) 
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Вид дифференциального оператора, действующего на стоящую от него справа 
экспоненциальную функцию, пока что нам неизвестен. Однако его можно найти. 
Умножая (10) на U(x)exp(–xp) и интегрируя в бесконечных пределах найдем 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 
ik xxp xp ikx xpU x x e dx L p e U x e dx e U x e dx

  

− − −

− − −

     
 −  =     

     
   . (11) 

Здесь появляются еще два дифференциальных оператора, для которых введем 
следующие обозначения: 

 ( ) ( ) ,   ( ) ( )
ik xikx xp xpB p e U x e dx Q p e U x e dx

 

− −

− −

= =  . (12) 

С учетом этих обозначений операторное равенство (11) примет вид: 

  ( ) 1 ( ) ( )L p Q p B p − = . (13) 

Отсюда получаем 

 
( )

( )
1 ( )

B p
L p

Q p
=

−
. (14) 

Иногда интегралы (12) могут быть вычислены аналитическим способом. В общем 
случае нужно проводить численное интегрирование. В любом случае эти интегралы 
зависят только от формы потенциального барьера. Подставляя (14) в выражение 
(10), получаем решение интегрального уравнения в виде: 

 
( )

( ) ,   ,  2  ,  
1 ( )

ik xikx B p d m
x e e p k mE

Q p dx ik


 = +  = =  =

−
. (15) 

Если бы дифференциальный оператор L(p) действовал на показательную 
функцию обычного вида, то результат был бы следующим: 

 ( )x xd
L e L e

dx

  
 =   

 
. (16) 

Однако в формуле (10) этот оператор действует на экспоненту от модуля 
аргумента. Поэтому непосредственное применение (16) невозможно. Но 
экспоненту от модуля аргумента можно привести к обычной экспоненте, если 
воспользоваться тождеством Фурье: 
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. (17) 

Применяя правила (16) и (17) к формуле (15), получим: 
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( ) ( )
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ikikx i x ix e L i e e e d d

 
−  

− −

 = + −   
  

. (18) 

Выражение (18) и представляет собой решение интегрального уравнения 
Шредингера, записанное в виде двойного интеграла по спектральной оси. Как 
видим, в отличие от (6), в его правой части находятся все известные величины, 
поскольку функции B(ω) и Q(ω), называемые спектрами барьера, определяются 
лишь его формой, т.е. являются известными функциями постановки задачи. Кроме 
формы барьера до получения решения нам известен характер асимптотического 
поведения решения по оси физической переменной x. 

На этом этапе интегрирования мы уже освободились от дифференциального 
оператора L(p), заменив его с использованием правила (16) функцией L(ω). 
Функцию L(-iω) обозначим через G(ω). Тогда с учетом (14) получим: 
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В результате будем иметь 
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Если функция ( )G   является спектром некоторой функции ( )K x , то 

      1
( ) ( ) ,       ( ) ( ) 
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Тогда решение (20) запишется в виде последовательности трех интегралов: 
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Интеграл, стоящий в скобках последнего выражения, представляет собой дельта 
функцию Дирака. Поэтому далее можем записать: 
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Таким образом, наиболее компактная запись решения, в котором интеграл 
берется по направлению изменения физической переменной, выглядит следующим 
образом: 

     ( ) ( )
i k xi k xx e K e d


−

−

 = +    . (24) 

При решении уравнения Шредингера методом интегрального уравнения не 
предусмотрено выполнение условий «сшивки». Поэтому необходимо проверить 
выполнение условий при x = ±∞. Для этого перепишем решение (24) в следующие 
виде: 
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i k x i k i k x i k
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  . (25) 

Опираясь на последнюю форму решения, можно сделать заключение об 
асимптотическом поведении волновой функции следующим образом: 
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 (26) 

Как видим из этих соотношений, после барьера мы имеем проходящую волну, а 
до барьера имеются и падающая, и отраженная волны. Таким образом решение 
(24) верно отражает асимптотическое поведение искомой функции. 
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Одиночный барьер в виде импульса Гаусса 

 
Пусть барьер определяется простейшей формулой: 

 
2

( ) xU x e−= . (27) 

Вычислим графики спектральных функций: 
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Графики этих трех функций, рассчитанные численным методом, показаны на 
рис. 1. 

 
Рис. 1. Графики B1(ω+k), B2(ω-k) и B3(ω) 

Fig. 1. Graphs B1 (ω+k), B2 (ω-k) and B3 (ω) 
 

Функций B1(ω+k) и B2(ω-k) являются вещественными функциями частоты ω и 
соответствуют сдвигу спектра барьера на величину ±k. Что касается функции B3(ω), 
то она является комплексной. Легко заметить, что вещественная часть функции 
B3(ω) равна полусумме величин B1 и B2. При этом, вся комплексная функция B3(ω) 
является четной функцией относительно частоты ω. Кроме того, видно, что все три 
функции достаточно быстро убывают с увеличением модуля ω. Последнее 
обстоятельство позволяет, после вычисления спектра G(ω), легко восстановить и 
функцию K(x) по формуле (21). Графики функций G(ω) и K(x) приведены на рис. 2. 

 
Рис. 2. Графики вещественных и мнимых частей функций 

G(ω) и K(x), вычисленные для значений: m = 3 и E = 0.5 
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Fig. 2. Graphs of the real and imaginary parts of the 
functions G (ω) and K (x) calculated for the values: m = 3 

and E = 0.5 
 

Видно, что обе функции G(ω) и K(x) отличны от нуля только на ограниченных 
участках, как по переменной ω, так и по расстоянию x. 
 

 
 

Коэффициент отражения 
 

Очень важным преимуществом точного решения, по сравнению с решениями, 
получаемыми с помощью численных методов «сшивки», является то, что точное 
решение позволяет вычислять полный коэффициент прохождения S или отражения 
R для потенциального барьера U(x) заданной формы. Из распределения (25) сразу 
же находим коэффициент отражения: 

 

2

  ( ) i kR K e d





−

=   . (29) 

Коэффициент прохождения будет равен: 
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  1 ( ) i kS K e d



− 

−

= +   . (30) 

Эти интегралы записаны с бесконечными пределами и, по крайней мере, один из 
них можно выразить через спектральную функцию G(ω). Действительно, формулы 
(21) и (19) дают: 
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Интеграл, входящий в формулу (30), не выражается подобным же простым 
образом через спектр G(ω), однако в книге Ф.М. Морса и Г. Фешбаха [14] 
доказывается, что между коэффициентами S и R выполняется равенство: 

 1S R+ = . (32) 

Поскольку справедливо соотношение (29), то имеем следующие формулы для 
коэффициентов прохождения и отражения, выраженные в явном виде через 
интегралы от потенциального барьера: 
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Формулы (33) удобны для случаев, когда спектральная функция потенциального 
барьера находится аналитическим путем. 

 
Нахождение нулевой спектральной функции 

 
Для барьера в виде импульса Гаусса нулевая спектральная функция имеет вид: 
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Для прямоугольного импульса с шириной h, основной спектр определяется 
следующим образом: 

 
/2

0 0

/2

0,
2

sin
2( ) 1, , ( )

2 2

2
0,

2

h

i x

h

h
x

h

h h
U x x B e dx h

h

h
x



−


 −

 
 

= −    = =  
   

 




 . (35) 

Для барьера обратного квадрату гиперболического косинуса, имеем: 

 0 02

1 2
( ) ,    ( )

( )
U x B

ch x
sh

 
 =  =  

   
 

. (36) 

Можно найти и другие примеры спектра B0(ω) в справочнике Градштейна и 
Рыжика [15]. Все они являются четными вещественными функциями ω и быстро 
убывают, когда ω стремится к бесконечности. 

 
Свойства составных потенциальных барьеров 

 
В известных литературных источниках никогда не заострялось внимание на 

особом поведении составных потенциальных барьеров, т.е. таких, когда два или 
несколько барьеров находятся на некотором расстоянии друг от друга, и между 
ними образуется потенциальная яма. Между тем, при численных решениях, 
использующих метод «сшивки», для составных барьеров часто наблюдались 
значительные колебания коэффициента отражения R и коэффициента 
прохождения S с изменением энергии частицы E. Метод «сшивки» носит сугубо 
численный характер и при его применении трудно понять причину того, почему 
частица легче проходит через двойной барьер, чем через барьер одиночный, 
вследствие чего склонялись к тому, чтобы относить такой эффект к ошибкам счета. 

Сначала заметим, что если одиночный барьер сдвинуть на расстояние d от 
начала координат, то его спектр просто умножится на множитель eiωd, т.е. 

 0( ) ( )i x i dU x d e dx e B



 

−

− =   . (37) 

Спектр двойного барьера тогда будет равен: 

   ( ) 0( ) ( )  1 ( )i x i dU x U x d e dx e B



 

−

+ − = +   . (38) 

Функция G(ω), определяемая формулой (21), изменится при этом следующим 
образом: 
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Естественно, что и функция K(x), входящая в решение (24), также поменяется с 
изменением функции G(ω).  
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Подставляя в (39) ω = k, получаем следующее выражение для коэффициента 
отражения: 
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Формула (40), представляющая коэффициент отражения составной мембраны, 
определяет основной математический результат работы, поскольку позволяет 
выявить резонансные режимы прохождения компонентов газовой смеси. Наличие 
множителя (1+e2ikd) существенно усложняет спектр двойного барьера, по 
сравнению со спектром одиночного барьера, и этим объясняется чувствительность 
коэффициента отражения к параметрам формы потенциального барьера. 

Присутствие множителя (1+e2ikd) в числителе формулы (40) означает, что 
коэффициент отражения R должен обращаться в ноль при определенных 
значениях расстояния d между барьерами. Приравнивая этот множитель нулю, 
находим: 
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Отсюда видно, что коэффициент отражения обращается в ноль не при одном, а 
при многих значениях расстояния d между одиночными барьерами. 

Выбирая таким способом расстояние d в формуле (40) мы достигаем эффекта 
избирательности, т.е. того, что частица с массой m и с энергией E будет свободно 
проходить, без всякого отражения, через потенциальный барьер, состоящий из 
двух одинаковых частей.  

Если имеется возможность изменять расстояние d между двумя 
потенциальными барьерами, то представляет интерес проследить зависимость 
коэффициента прохождения S(d), вычисленного с использованием формулы 
(40), при частных значениях массы и энергии. На рис. 3 показан результат такого 
расчета, выполненного для случая, когда: E=0.5 и m1=3, m2=4. 

 
Рис. 3. Графики коэффициента прохождения S(m,E,d), при значении 

энергии E = 0.5 для двух значений масс: m = 3 и m = 4 
Fig. 3. Graphs of the transmission coefficient S(m,E,d), at an energy value of 

E = 0.5 for two mass values: m = 3 and m = 4 
 
Из этого расчета видно, что существует эффект сепарации частиц, 

различающихся по массе. Регулируя расстояние d между барьерами, можно 
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добиться прохождения одной из частиц и при этом прохождение другой будет 
полностью блокировано. 

Блокирование гелиона определяется участками сплошной кривой, лежащими на 

горизонтальной оси. При этом если [5,6]d  , то волны коэффициента прохождения 

идут в противофазе. Это означает, что на большей части отмеченного интервала 
мы имеем сверхвысокие значения коэффициента разделения гелий-гелионовой 
смеси. В том, что изотоп 4He проходит через составные барьеры лучше, чем 3He, 
нет ничего удивительного. Поскольку даже по меркам классической механики 
частица, имеющая тот же эффективный размер, но большую массу, должна 
проходить лучше. 
 

Заключение 
 

Получено аналитическое решение интегрального уравнения Шредингера, из 
которого сразу следуют выражения для коэффициентов отражения и прохождения. 
Благодаря наличию второго барьера, коэффициент отражения обращается в ноль 
в последовательности значений по расстояниям между моноатомными слоями 
мембраны. Это означает, что на этих дистанциях коэффициент прохождения гелия 
будет равен единице. В то же время гелион, имеющий другую массу не будет иметь 
резонансного прохождения на указанных дистанциях между слоями мембраны. 

Таким образом, одна из компонент будет проходить через систему барьеров, 
другая же не будет проходить вовсе. В результате мы получаем эффективную 
систему для просеивания изотопов. Эту систему можно настраивать на разделение 
газов, меняя расстояние между барьерами. При этом выводы оказываются 
справедливыми для сверхтонких одинаковых барьеров различной формы. 
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Статья поступила 
 

Bubenchikov М.А., Bubenchikov А.М., Jambaa S., Lun-Fu А.V., Chelnokova А.S. (2020) 
ANALYTICAL SOLUTION OF THE SCHRÖDINGER INTEGRAL EQUATION. Vestnik 
Tomskogo gosudarstvennogo universiteta. Matematika i mekhanika [Tomsk State 
University Journal of Mathematics and Mechanics]. 

 
The present paper considers the use of wave dynamics in solving problems of 

membrane separation of helium isotopes in a gas state at cryogenic temperatures. The 
dimensionless form of the stationary Schrödinger differential equation is obtained. 
Following that, the integral representation form of the wave function which is equivalent 
to the classical equation is written. This form is similar to the integral equation with a 
degenerate core; however, it contains a modulus of the argument with a shift along the 
real axis. Using the shift operator, the existing exponential function in the Schrödinger 
integral equation can be split into a differential operator and an exponential function of 
the argument module which does not contain a shift. The Fourier identity allows reducing 
the exponent of the modulus of the argument to a regular exponent. Next, basing on the 
general ability of the differential operator acting on the exponent, it is possible to calculate 
the spectral functions of the problem and write down the distribution for the wave function. 
This distribution is ultimately expressed through the spectra of the potential barrier. 
Thereafter, the structure and the spectrum of the composite barrier are considered. With 
the expression determining the reflection coefficient it is found that the double-barrier 
system can have a resonant passage of one of the components in the sequence of 
distances between the layers of the membrane. 

 



 
 

61 

Keywords: integral equation, degenerate kernel, shift operator, exponential functions, 
Fourier identity. 

 
Financial support. The reported study was funded by RFBR and MCESSM according 

to the research project № 19-51-44002. 
 
В работе рассмотрен вопрос о применении волновой динамики для решения 

задач мембранного разделения изотопов гелия, находящихся при криогенных 
температурах в газовом состоянии. Получена безразмерная форма стационарного 
дифференциального уравнения Шредингера. После этого записывается 
эквивалентная классическому уравнению интегральная форма представления для 
волновой функции. По своему виду эта форма аналогична интегральному 
уравнению с вырожденным ядром, однако содержит модуль от аргумента со 
сдвигом по вещественной оси. Используя оператор сдвига, имеющуюся 
экспоненциальную функцию в интегральном уравнении Шредингера удается 
расщепить на дифференциальный оператор и экспоненциальную функцию от 
модуля аргумента, не содержащую сдвиг. Тождество Фурье позволяет экспоненту 
от модуля аргумента привести к обычной экспоненте. Далее, опираясь на общее 
свойство дифференциального оператора, действующего на экспоненту, удается 
вычислить спектральные функции задачи и выписать распределение для волновой 
функции. Это распределение в итоге выражается через спектры потенциального 
барьера. После чего рассмотрена структура и спектр составного барьера. По 
выражению, определяющему коэффициент отражения, найдено, что 
двухбарьерная система может иметь резонансное прохождение одной из 
компонент в последовательности расстояний между слоями мембраны. 

 
Ключевые слова: интегральное уравнение, вырожденное ядро, оператор сдвига, 
экспоненциальные функции, тождество Фурье. 
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Дүгнэлт 

 
Төслийн зорилго биелсэн талаар:   Изотопуудыг, өөрөөр хэлбэл, маш төстэй 
шинж чанартай бөөмсийг салгах нь зөвхөн резонансын нөлөөгөөр боломжтой 
болсон. Тиймээс энэ хүнд хэцүү ажлыг олон улсын хамтарсан төсөл болгон ОХУ, 
Монгол улсын хоёр хэсэгт хувааж, хэсэг тус бүр ажлаа 100 хувь гүйцэтгэсэн 
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ПОТОКИ ТЯЖЕЛОЙ НЕСЖИМАЕМОЙ ЖИДКОСТИ 
ЖАМБАА СОНИНБАЯР 

 

В качестве практического приложения можно  рассматривать  течения воды, 

например, в реке текущей по камням и перекатам. Мы, конечно, не имеем возможности 

решить такую задачу точно, так как это трудная математическая проблема о струйном 

течении под влиянием силы тяжести. Изложение многих  интересных способов решения 

можно найти в книгах [1], [2].  

  

 Чтобы найти приближенное решение мы, как обычно, применяем постулаты 

линейной теории волн [1], согласно которым граничное условие на верхней (свободной) 

границе имеет вид: 

 

2

2 2
0

y h

g

x C y
=

  
+ =

 
. (1)  

 

1. Рассмотрим сначала простейший случай, когда поток движется по ровному дну, и 

поставим вопрос о том, какого вида решения возможны при граничном условии (1) на 

свободной поверхности.   

Тогда краевая задача для определения потенциала скорости имеет следующий вид: 

 
2 2 2

2 2 2 2

0

0,     0,     0
y y h

g

x y y x C y
= =

       
+ = = + =

    
 . (2) 

Решение задачи (2) можно записать в символическом виде: 

 

cos cos sin

( , ) ( ),   ( ),   ( )

cos cos cos

y y y
x x x

x y f x f x f x
x y

h h h
x x x

       
−               =  =  = 

        
     

       

 . (3) 

Действительно, из формул (3) видно, что потенциал Ф(x,y) удовлетворяет уравнению 

Лапласа и условию не протекания на дне потока. Причем, это справедливо   для функции 

f(x) любого вида. Неизвестную функция f(x), входящую в решение (3), можно найти, 

подставив решение (3) в граничное условие (1). Тогда получим следующее операторное 

уравнение, определяющее эту функцию: 

 

2

2 2
( ) 0

d g d d
tg h f x

dx C dx dx

  
−   =  

  
 . (4) 

Уравнение (4) можно рассматривать как обыкновенное дифференциальное уравнение 

бесконечного порядка с постоянными коэффициентами. Оно имеет счетное множество 

собственных решений в виде показательных функций f(x)=eλx, где λ — один из корней 

трансцендентного уравнения: 

 
2

2
 ( ) 0

g
tg h

C
  − =  . (5) 

Уравнение (5) имеет бесконечное множество вещественных корней, в том числе и двойной 

нулевой корень λ2=0, которому соответствует линейное решение f(x)=a+bx. Такие решения, 

имеющие вид линейных или показательных функций, не подходят, с физической точки 

зрения, поскольку они дают неустойчивую свободную границу, сильно отклоняющуюся от 

положения равновесия, и линеаризованная теория волн здесь не дает правильного 

результата.  

Но частотное уравнение (5) имеет еще и пару чисто мнимых корней λ=± ik; им 

соответствует дифференциальное уравнение  2 0f k f + = , дающее ограниченное решение 
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для функции f(x). Таким образом, для того, чтобы получать только устойчивые решения 

граничной задачи (3), нужно в  уравнении (5) исключать все вещественные корни.  Это 

эквивалентно тому,  что  граничное условие (1) на свободной поверхности заменяется 

следующим, более простым, условием: 

 
2

2

2
0

y h

k
x

=

 
+  =


 .  (6) 

 Подставляя в (5) значение λ= ik, получим связь между величиной параметра k и 

скоростью потока C: 

 2 ( )th kh
C gh gh

kh
=   . (7) 

Практически, в дисперсионном уравнении (7) удобнее задавать именно величину 

параметра k, а скорость течения C находить из равенства (7).   

Поскольку gh  — это скорость распространения бегущей волны в стоячей воде в 

канале глубины h, то это соответствует ‘дозвуковому’ случаю, которым мы вынуждены 

ограничиться, применяя линейную теорию волн.  

В ‘сверхзвуковом’ случае, когда C gh  волнообразный профиль свободной 

границы невозможен. Там может существовать либо гладкий горизонтальный поток, 

который, очевидно, неустойчив, либо происходит резкое разрушение свободной 

поверхности, сопровождаемое образованием брызг, гидравлических прыжков и переходом 

в турбулентное течение. Все эти явления не поддаются изучению в рамках линейной 

теории.  

Ясно, что граничное условие (6) на свободной поверхности должно применяться 

также и для потока текущего по неровному дну.  

 

2. Для потока, текущего по неровному дну, кроме граничных условий (1) или (6), 

следует  еще выполнить  условие не протекания на дне Фn=0 и условие равномерности 

потока на далеком расстоянии, при x →− . Чтобы выполнить условие не протекания  на 

дне,  нужно произвести конформное отображение выпрямляющее это дно. Таким образом, 

задачу нужно  одновременно решать в двух областях: в физической  полосе Z=x+iy, и в 

параметрической полосе i = + , имеющей постоянную ширину h. При этом 

предполагается, что все точки свободной границы переходят в горизонтальную линию 

h = , а все точки, лежащие на криволинейном дне области Z, переходят в горизонтальную 

линию 0 = . Очевидно, что при отсутствии выступов на дне, обе  области  Z и Ω 

совпадают.  

Практически, нужное конформное  отображение области Z на область Ω  всегда 

можно  выполнить с помощью формулы  Шварца-Кристоффеля 

 ( ) n

n

n

dZ
a

d


= −


 . (8) 

В нем  прообразы вершин многоугольника an можно эффективно находить с помощью 

метода Куфарева. Пусть, например, поток движется над прямоугольным выступом на дне. 

Тогда отображение на верхнюю полуплоскость осуществляется формулой: 

 

2 2

2 2

( )
,     =6,   =6.683

( )

dZ dx dy ih b
i b a

d d d ih a



  

+ −
= + =

 + −
.  (9)  

Результат такого расчета на уровне η=h=1, показан на рисунке 1. 
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Рисунок.1. Пример расчета конформного отображения  дна с прямоугольным выступом на верхнюю 

полуплоскость по формуле (9). 

 

В верхней половине рисунка (9) показаны линии тока при обтекании прямоугольного 

выступа, а в нижней половине показаны графики величин: dx/dξ , dy/dξ  и  q(ξ)=dξ/dx, 

которые рассматриваются как функции переменной ξ на уровне η=h.  

Во время решения граничной задачи для потенциала скорости Ф, нужно также 

принимать во внимание  следующие соотношения: 

    и   ,     ,    =hq q где q при
x y x




 

    
= = =

    
 . (10) 

Они позволяют выражать  производные по переменным x и y от некоторой функции через 

производные от нее по переменным ξ и η.  

Множитель ( )q x =   , получающийся в процессе конформного отображения, 

можно рассматривать либо как функцию переменной x, либо как функцию переменной ξ, в 

зависимости от того, какая из этих величин используется в качестве аргумента. Из рисунка 

(1) видно, как выглядит график функции q(ξ) для случая дна, имеющего  форму 

прямоугольного выступа.  

 

3. Для нахождения потенциала скорости ( , )   в полосе Ω  представим его в виде 

суммы двух потенциалов: 

 0( , ) ( , ) ( , )       = +  . (11) 

Первый из них является известной функцией, удовлетворяющей условию не протекания на 

дне (η=0) и на свободной границе (η=h), а второй ( , )    — неизвестен, и он описывает 

отклонение свободной границы от невозмущенного уровня. Первый потенциал, очевидно, 

равен  0 ( , ) C   =  .  Он описывает однородное течение потока со скоростью C. Второй 

потенциал  ( , )    записываем, по аналогии с формулами (3), в  символическом виде:  

 

cos

( , ) ( )

cos

f

h




   



 
 

 = 
 
 

 

. (12) 

Потенциал скорости (11) для  потока над неровным дном в полосе  Ω =ξ+iη имеет, 

таким образом, следующий вид: 
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cos

( , ) ( )

cos

d

d
C f

d
h

d




   



 
 
  = + 
 
 
 

 . (13) 

Решение (13) удовлетворяет уравнению Лапласа и условию не протекания на дне. Для 

окончательного решения задачи теперь остается лишь найти вид функции f(ξ), который 

должен определяться из граничного условия на свободной поверхности. 

 

 Используя для слагаемого Cξ граничное  условие в форме (1), а для второго члена 

формулы (13) граничное условие в форме (6), получим, что функция  f(ξ) должна 

удовлетворять неоднородному дифференциальному уравнению: 

 
2 

 
d d f dq

q q k f Cq
d d d  

 
+ = − 

 
 . (14)

  

Проще, однако,  искать функцию  f(ξ) в терминах переменной x, пользуясь тем, что  

дифференциальные операторы d/dx и d/dξ связаны соотношением: d/dx=q d/dξ. Тогда,  для 

функции f(x), дифференциальное уравнение (14) преобразуется к более простому виду: 

 

2

2

2
 

d f dq
k f C

dx dx
+ = −  . (15) 

  Решение неоднородного уравнения (15) записывается в виде интеграла: 

 ( ) sin ( ) ( ) sin ( ) ( ) 

x
С C

f x k x q d k q d
k k



      
− −

 = − − = − −   . (16) 

Следовательно, функция f может быть получена как функция от аргумента x, или от 

аргумента ξ, с помощью одной и то же формулы (16).  

  

Так как функция f(ξ) считается известной из формулы (16), то решение (13) для 

потенциала Ф(ξ, η) является конечным результатом, записанным в символической форме.   

Символическая запись решения (13) является удобной для проведения аналитических 

выкладок, но для вычислений мы должны  найти интегральный аналог соответствующего 

дифференциального оператора.   Это можно сделать, если использовать   известные 

свойства дельта функции Дирака 

 
  1

( ) ,    ( )= ( ) ( )
2

i t xx e dt f x f x d    


 

− −

= −  . 

Тогда получается следующее его интегральное представление: 

 

( )
cos cos

1 2 2
( , ) ( ) ( ) ,  

( )
coscos

2 2

ch
h h

f f d h
h

chh
h h

   



      

   





−

   −    
            =  = 

−       +            

  . (17) 

Обычно вместе с потенциалом скорости φ(ξ,η) ищут также и связанную с ним 

функцию тока ψ(ξ,η). Она получается  из соотношения Коши-Римана: 

 

sin sin

,    т.е.      ( )

cos cos

d d

d ddf
f

dd d
h h

d d

 
  

 
  

 

   
   

     = − = = 
     

   
   

 .  (18) 

Таким образом, полные выражения для функции тока и потенциала скорости (13) в полосе 

Ω приобретают следующий удобный для вычисления интегральный вид: 
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1 2 2
( , ) ( )

( )
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h h

C f d
h
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h h

   

    
   



−

 −    
    

     = +
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 . (20) 

  

4.   Численные результаты расчета линий тока, полученные с применением формулы (19) 

показаны на приведенных ниже рисунках. 

 

Характер линий тока при обтекании дна с эллиптическим выступом, показан на 

рисунках 2 и 3.  В этом случае конформное отображение можно осуществлять без 

применения формулы Кристоффеля-Шварца (8). 

  

Рисунок.2. Обтекание эллиптического выступа со скоростью C=0.564 gh .  

 
 

 
 

Рисунок.3. Обтекание эллиптического выступа со скоростью C=0.879 gh .  

 

Из этих изображений видно, что общее свойство течения таково, что перед 

препятствием линии тока практически не возмущаются неровностями дна, а за 

препятствием они имеют волнообразный вид.  

Волнообразование вниз по течению в большой степени зависит от скорости течения. 

Длина волны за препятствием и ее амплитуда возрастают с увеличением  скорости. С 

приближением скорости к своему ‘дозвуковому’ пределу, рисунок 3, мы получаем картину 

похожую на гидравлический прыжок, или, по крайней мере, на то, как его развитие 

описывает приближенная линейная теория. Известно, что в гидравлике, в теории 

водосливов, рассматриваются гидравлические прыжки, которые образуются, если взять 

C gh , подобно тому, как в газовой динамике образуются ударные волны при 

сверхзвуковом течении. Таким образом, линейная теория подтверждает этот факт.   
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На рисунке 4 показан результат расчета течения над пологой плотиной, где также 

наблюдается начало образования гидравлического прыжка.  

 

Рисунок.4. Поток над пологой плотиной  C=0.96 gh .  

 

 

На рисунках 5 и 6 показано образование волн за препятствием в виде полигональных 

выступов, для умеренной скорости течения. Здесь уже нельзя обойтись без формулы  

Кристоффеля-Шварца и без применения метода Куфарева для  определения прообразов 

вершин.  

 

 

Рисунок.5. Поток над четырехугольным дном  C=0.696 gh .  

 

 

Рисунок.6. Поток над двугорбой мелью   C=0.55 gh .  

 

В заключение еще раз хочется отметить полезность применения численного метода 

конформных отображений,  так как без него произвести расчеты по формулам (19) и (20) 

для  произвольной формы дна было бы невозможно.  
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Численное конформное отображение, с применением метода Куфарева, позволяет 

получить линии тока при обтекании различного рода препятствий [3]. Этот же способ  

можно применить и к не менее интересному случаю, когда поток воды глубины h 

движется по неровному дну со скоростью C. Свободная поверхность жидкости в случае 

такого потока   представляет собой неизвестную кривую линию, вид которой нужно найти 

при условии, что давление на ней постоянно. В качестве практического приложения 

можно  рассматривать  течения воды, например, в реке текущей по камням и перекатам. 

Мы, конечно, не имеем возможности решить такую задачу точно, так как это трудная 

математическая проблема о струйном течении под влиянием силы тяжести. Она до сих 

пор еще не решена, хотя было много попыток ее решить, в том числе и великими 

математиками, такими например как  Стокс, Релей, Леви-Чивита, Струик, Некрасов, 

Жуковский [2], и др. Изложение многих  интересных способов решения можно найти в 

книге Л.Н. Сретенского  [2].   

Математическая постановка задачи состоит в определении потенциала скорости 

Ф(x,y), который удовлетворяет уравнению Лапласа Фxx+ Фyy=0 в горизонтальной полосе, 

ограниченной  нижним и верхним краями.  Нижний край соответствует неровному дну 

потока, и на нем  должно выполняться условие не протекания: Фn=0.   На верхнем крае 

полосы течения должно выполняться условие постоянства давления, которое имеет более 

сложный вид. Чтобы найти приближенное решение мы, как обычно применяем постулаты 

линейной теории волн [1], согласно которым граничное условие на верхней (свободной) 

границе полосы имеет вид: 

 

2

2 2
0

y h

g

x C y
=

  
+ =

 
. (1)  
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1. ABSTRACT. In this work, we consider a method that determines the inverse images of the 

vertices of rectilinear polygons, the method of transforming the system of Kufarev ordinary 

differential equations describing the movement of the inverse images of the vertices, to a form 

more convenient for numerical analysis.  

Numerical experiments have been carried out, and the results show the effectiveness of the 

algorithm, since it preserves the distances between the vertices during the cut, which is one of the 

main properties of the Kufarev method.  

 

2. Introduction 

Numerical conformal mapping, using the Kufarev method is a dynamical system. 

It is well known fact that using the Christoffel-Schwarz integral 

𝑍(𝑊) = ∫ (𝑤 − 𝑎1)
𝛼1(𝑤 − 𝑎2)

𝛼2(𝑤 − 𝜆)(𝑤 − 𝑎4)
𝛼4(𝑤 − 𝑎5)

𝛼5
𝑊

0
𝑑𝑤,  (1.1) 

where 𝛼 =
𝜑

𝜋
− 1 and 𝜑 is an interior angle of the polygon, one can map points of the upper half-

plane W to the region Z, which is the same half-plane, but with two cuts excluded as shown in 

Figure 1. 

 

Figure 1. Mapping of the upper half plane on the polygon exterior 

 

The integrand in such integrals consists of the product of factors with known exponents 𝛼𝑘. But 

the values of the prototypes of the vertices 𝑎𝑘 are not known in advance, and they must be 

selected so that they correspond to the lengths of the edges of the polygon in the region Z [1].  
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